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Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktore na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac¢ co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-3)

Wymagania okreslone w podstawie programowej’

Wymagania ogolne Wymaganie szczegétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XIl.R2) stosuje schemat Bernoullego.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.
I. Sprawnos¢ rachunkowa.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 0,984.
2 pkt — zapisanie poprawnego prawdopodobienstwa uzyskania co najwyzej jednego sukcesu
w dziesieciu probach Bernoullego, np.
p= (100) - (0,98)1° + (110) £ (0,02)! - (1 - 0,02)°,
P =(0,98)1° +10-0,02 - (0,98)°
1 pkt — zapisanie prawdopodobienstwa odniesienia sukcesu (p) i porazki (q) w pojedynczej
probie: p = 0,02, q = 0,98
ALBO
— zapisanie prawdopodobienstwa w postaci q1° + 10p - q°, gdzie p jest
prawdopodobienstwem odniesienia sukcesu, q — porazki,
ALBO
— przedstawienie fragmentu drzewa zawierajgcego wszystkie istotne gatezie
odpowiadajgce sytuacji wystania przez sklep dziesieciu pralek, ktére nie ulegng
uszkodzeniu podczas transportu, oraz wszystkie istotne gatezie odpowiadajgce
sytuacji wystania przez sklep dziesieciu pralek, z ktérych doktadnie jedna ulegta

uszkodzeniu podczas transportu,
ALBO

1Rozporzadzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogélnego dla liceum ogélnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. z 2024 r. poz. 1019).
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— przedstawienie fragmentu drzewa zawierajgcego gatgz odpowiadajgca sytuacji
uszkodzenia podczas transportu jednej sposrdd dziesieciu wystanych pralek oraz
okreslenie na kazdym odcinku gatezi prawdopodobienstwa sukcesu i porazki.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajgcy zapisze poprawne prawdopodobienstwa

P(S%) = (100) .(0,02)° - (0,98)X° oraz P(S,) = (110) . (0,02)" - (0,98)°, ale

z dalszego rozwigzania nie wynika, ze P = P(S59,) + P(S1,), to otrzymuje co najwyzej
1 punkt za cate rozwigzanie.
2. Jezeli zdajacy przyjmuje p = 0,2 oraz q = 0,8 (albo p = 0,02 i g =0,8)
i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.
3. Jezeli zdajgcy przyjmuje p = 0,98 i g = 0,02, konsekwentnie rozwigze zadanie do
konca, lecz btednie interpretuje wynik koncowy, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.
4. Jezeli zdajacy nie okresli sukcesu w pojedynczej probie, ale z rozwigzania wynika, ze
poprawnie interpretuje warunki zadania, to moze otrzymac¢ 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Sukcesem w pojedynczej probie Bernoullego jest uszkodzenie pralki podczas transportu.
Okreslamy prawdopodobienstwo sukcesu (p) i porazki (q) w pojedynczej prébie Bernoullego:
p=002, g=1-p=0,98.

Niech S{‘O oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsrdd dziesieciu wystanych przez
sklep pralek doktadnie k pralek ulegto uszkodzeniu podczas transportu (k € {0, 1}).
Obliczamy prawdopodobienstwo P zdarzenia polegajgcego na tym, ze wsrod dziesieciu
wystanych pralek uszkodzeniu podczas transportu ulegnie co najwyzej jedna:

P =P(s%) + P(sk) = () 0,020 0,98)° + (1)) - (0,02)* - (0.98)° =

= (0,98)° - (0,98 + 10 - 0,02) = (0,98)° - 1,18 ~ 0,984
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Zadanie 2. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze 1.9) stosuje zwigzek logarytmowania
kilkuetapowych, podawanie argumentéw z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania, | logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
odréznianie dowodu od przyktadu i logarytm potegi.
[.R) stosuje wzor na zamiane podstawy
logarytmu.

Zasady oceniania (dla sposobow I-1V)

3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

log ﬁ27 +2

2log, 14 — 2
takiej postaci, z ktorej poprzez jednokrotne zastosowanie wzoru na logarytm iloczynu
lub logarytm ilorazu, lub wzoru na zamiane podstawy logarytmu, lub wzoru na
logarytm potegi oraz ewentualne kilkukrotne przeksztatcenie wyrazenia wymiernego
mozna otrzymac teze
ALBO

— zapisanie jednego réwnania z a, b oraz niewiadomg x, np.

2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia lub log-, 54, lub obydwu tych wyrazen do

(a—1Dx = g+ 1 (dla sposobu lll),
ALBO

1 b

— zapisanie liczby 2 w postaci 77" oraz liczby 27 w postaci 2° (dla sposobu V).
1 pkt — zastosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu lub na logarytm iloczynu, lub na
log\/7 54

log, 54 _
o logﬁ7 '

log,7

logarytm ilorazu, np. log; 54 = log,

log,3 27 + 2 =log (27 - 2), 2log, 14 — 2 = 2log, (14)

2
ALBO
b

— zapisanie liczb 7 oraz 27 jako poteg liczby 2: 7 =291 i 27 = 2° oraz
zapisanie réwnania 7* = 54 (dla sposobu lll),
ALBO

1

— zapisanie liczby 2 w postaci 77! (dla sposobu V).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzania

Sposoéb |

Przeksztatcamy wyrazenie log, 54, stosujgc wzér na zamiane podstawy logarytmu,
a nastepnie wzory na logarytm iloczynu oraz logarytm ilorazu:

log. 27 L
1 54_log254_log227+log22_logﬁz+ _§+1_b+2
087 ~ log,7 log,14—log,2 a—1 T a-1 2a-2
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To nalezato wykazac.

Sposdb Il

. . b+2 . - .
Przeksztatcamy wyrazenie 2a—7° korzystajgc z zatozenia oraz ze wzoru zamiane

podstawy logarytmu:

log227_+_2
b+2 logz27+2  log,V2 _2-(logz27+1) log;27 +1

2a—2 2log,14—2 2-(log,14—1) 2-(log,14—1) log,14—1

Stad i ze wzordéw na sume logarytméw, roznice logarytméw oraz wzoru na zamiane
podstawy logarytmu otrzymujemy dalej
log,27+1 log, 27 +log,2 log, 54
log, 14 —1 log, 14 —log,2 log,7
b+2

2a—2"
To nalezato wykazac.

= log, 54

Zatem log, 54 =

Sposob 11l

Korzystamy z definicji logarytmu oraz z zatozenia i otrzymujemy 2% = 14 oraz
b

b
(vV2) =27.Stad 7 =291 oraz 27 = 2".
Oznaczmy przez x liczbe rzeczywistg taka, ze 7* = 54. Wtedy

2@-x = 2.27
b
2(@-1x = 2.
bya

2(a—1)x — 22

Stad

b
(a—1)x=§+1

b+2
X =—-
2(a—1)
. b+2
Zatem log; 54 = x = 5— .
To nalezato wykazac.
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Sposob IV
Korzystamy z definicji logarytmu oraz z zatozenia i otrzymujemy 2% = 14 oraz
1 b
b a1 2
(V2) =27.Stad 7 =291, czyli 2=7"", oraz 27 = 2°. Zatem
b 1 b 1 b 1 b+2
54 —27.9 = 22 . 7a—1 _ 72(a—1) . 7a—1 _ 72(a—1) a-1 _ 72a—2

czyli log, 54 = Zba-l-_22 .

To nalezato wykazac.
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Zadanie 3. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XI.R1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji,
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | spetniajgcych okredlone kryteria,
nietypowych. z wykorzystaniem reguty mnozenia
i dodawania (takze fgcznie) oraz wzoréw na
liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 368 586.

2 pkt — wyznaczenie liczby liczb szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rownym 4 (np. (g) + 6)
oraz zapisanie liczby liczb szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rbwnym 2: 6, oraz
wyznaczenie liczby liczb sze$ciocyfrowych o iloczynie cyfr rwnym 0
(np. 9-10% —9°),

1 pkt — wyznaczenie liczby liczb szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rownym 4 (np. (g) + 6)
oraz zapisanie liczby liczb szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rownym 2: 6
ALBO

— wyznaczenie liczby liczb szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rwnym 0, np.:
9:105-9°,5-95+(3)-9*+ () -+ (5) - 92+ (}) -9, 368559,
ALBO

— wypisanie wszystkich przypadkow, dla ktorych iloczyn cyfr bedzie liczbg parzystg
mniejszg od 5: jedna dwodjka i pie¢ jedynek, dwie dwdjki i cztery jedynki, jedna
czwoérka i pie¢ jedynek, co najmniej jedno zero.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwiagzanie
lloczyn cyfr liczby naturalnej szesciocyfrowej jest rowny 4 tylko wtedy, gdy w zapisie
dziesietnym tej liczby wystepuja:
o dwie dwdjki i cztery jedynki,
albo
e jedna czworka i piec jedynek.

Liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie dwie
dwojki i cztery jedynki jest (3) = 15.

Liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktorych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie
jedna czworka i pie€ jedynek jest 6.

Zatem wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rownym 4 jest 21.

lloczyn cyfr liczby naturalnej szesciocyfrowej jest rowny 2 tylko wtedy, gdy w zapisie
dziesietnym tej liczby wystepujg jedna dwojka i pie€ jedynek.
Zatem wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rownym 2 jest 6.
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lloczyn cyfr liczby naturalnej szesciocyfrowej jest rowny 0 tylko wtedy, gdy w zapisie
dziesietnym tej liczby wystepuje na pierwszej pozycji cyfra rézna od zera, a na dalszych
pozycjach co najmniej jedno zero.

Poniewaz wszystkich liczb naturalnych sze$ciocyfrowych jest 9 - 10°, a wszystkich liczb
naturalnych szesciocyfrowych o wszystkich cyfrach réznych od zera jest 9°, wiec wszystkich
liczb naturalnych sze$ciocyfrowych o iloczynie cyfr rdwnym 0 jest 9 - 10° — 9% = 368 559.

Zatem wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest liczbg
parzystg mniejszg od 5 jest 21 + 6 + 368 559 = 368 586.

Uwaga.

Liczbe wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rwnym 0 mozna
obliczy¢ tez w nastepujgcy sposob.

Wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra zero
wystepuje doktadnie jeden raz jest (3) - 95 = 295 245.

Wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra zero
wystepuje doktadnie dwa razy jest (3) - 9* = 65 610.

Wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra zero
wystepuje doktadnie trzy razy jest (3) - 9% = 7 290.

Wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra zero
wystepuje dokladnie cztery razy jest (%) - 9% = 405.

Wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra zero
wystepuje dokfadnie pie¢ razy jest (3) - 91 = 9.

Zatem wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych o iloczynie cyfr rownym 0 jest

295 245+ 65610 + 7 290 + 405 + 9 = 368 559
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Zadanie 4. (0-3)

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.11) przeprowadza dowody
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw geometryczne.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania (dla sposobow | — I11)
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
2 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinka CL (lub LB) w zaleznosci od dtugosci odcinka DM,

np. |CL| =a— % |[DM|, |LB| = % |[DM| oraz uzasadnienie, ze trojkaty MDN

i KBL sg podobne (dla sposobu )
ALBO

— uzasadnienie, ze tréjkgty MDN i KBL sg podobne oraz zapisanie dtugo$ci
odcinkéw DE oraz FL za pomocg jednej zmiennej (lub zapisanie zwigzku miedzy

nimi), np. |DE| = 2x i |FL| = %x (dla sposobu II).
ALBO

— wyznaczenie wspotrzednych wierzchotkow trapezu KLMN w zaleznosci od a oraz

parametru c: K = (Saz—c ,O) oraz L = (2a,c —a) oraz M = (2c — 2a,a)

oraz N = (0,5a — 4c) (dla sposobu ).
1 pkt — uzasadnienie, ze trojkaty MDN i KBL sg podobne (dla sposobow | oraz I1)

ALBO
— wyznaczenie dtugosci odcinka CL (lub LB) w zaleznosci od diugosci odcinka DM,

np. |CL| =a —%- |DM|, |LB| = % |DM| (dla sposobu I,
ALBO

— zapisanie dtugosci odcinkéw DE oraz FL za pomocg jednej zmiennej (lub
zapisanie zwigzku miedzy nimi), np. |DE| = 2x i |FL| = x (dla sposobu II),
ALBO

— umieszczenie prostokgta ABCD w uktadzie wspoétrzednych i zapisanie
wspotrzednych jego wierzchotkéw, np. A = (0,0) i B = (2a,0) i C = (2a,a)

i D =(0,a) oraz zapisanie réwnania prostej ML: y = —%x + ¢ (dla sposobu ).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzania

Sposoéb |

Oznaczmy przez a dtugo$c¢ boku AD.Wtedy |AB| = 2a.

Katy DMN i BKL sa naprzemianlegte oraz MN || KL, wiec te katy majg rowne miary.
Zatem tréjkaty prostokgtne MDN i KBL sg podobne (na podstawie cechy kkk
podobienstwa tréjkgtow).
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Poniewaz ML || DB, wiec korzystajgc z twierdzenia Talesa, otrzymujemy

|IDM| _ |MC]

[LB| ~ |LC|
IDM| _ 2a —|DM|
LBl a—|LB|

IDM|-a—|DM| - |LB| =2-|LB|-a — |LB| - |DM|
1
ILB| = - |DM|

Z warunkow zadania wynika, ze MN 1 DB, wiec z rachunku katéw dostajemy
|ADNM| = |4CDB|, wiec trdjkaty prostokatne MDN oraz BCD sg podobne (na podstawie

o o |DM| _ |BC]| . |DM| _ 1
cechy kkk podobienstwa trojkgtéw). Zatem [DN| ~ [CD[ czyli DN~ 2

Stad i ze zwigzku |LB| = % |[DM| otrzymujemy |LB| = % |DN|, co oznacza, ze trojkat
MDN jest podobny do trojkagta KBL w skali 4. Poniewaz stosunek pdl figur podobnych jest

réwny kwadratowi skali podobiehstwa, wiec stosunek pola tréjkgta MDN do pola tréjkata
KBL jestrowny 16. To nalezato wykazaé.

Sposob |l

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

E — punkt przeciecia przekatnej DB z bokiem MN trapezu KLMN,
F — punkt przeciecia przekatnej DB z bokiem KL trapezu KLMN,
2x — dtugos¢ odcinka DE (zobacz rysunek).

A

Poniewaz ML || DB, wiec trojkgty DEM oraz FBL sa prostokatne. Trojkaty prostokgtne

MDE i BDC majg wspélny kat ostry, wiec sg podobne (cecha kkk podobienstwa tréjkgtéw).
IME| _|BC| _ 1 . _1 _
DE| ——|CD|—2,Wlec |ME|—2 |DE| = x.

Czworokat MEFL jest prostokgtem, wiec |FL| = |ME| = x.

Zatem
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Z rachunku katéw mamy |AFLB| = |AMDE]|, wiec tréjkaty prostokgtne MDE i KLB sg
|FB| _|ME| 1

podobne (na podstawie cechy kkk podobienstwa tréjkgtéw). Zatem FL] ~ |DE| ~ 2

, czyli

1 1
Katy DMN i BKL sa naprzemianlegte oraz MN || KL, wiec te katy majg rowne miary.
Zatem trojkaty prostokgtne MDN i KBL sg podobne (na podstawie cechy kkk

podobienstwa trojkatow). Poniewaz stosunek odpowiednich wysokosci tych tréjkgtéw jest

rowny % = f_x = 4, wiec tréjkgt MDN jest podobny do trojkata KBL w skali 4.

>X

2
Poniewaz stosunek pél figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa, wiec
stosunek pola tréjkata MDN do pola trojkgta KBL jest rowny 16. To nalezato wykazac.

Sposob N

Oznaczmy przez a dtugosé boku AD. Wtedy |AB| = 2a.

Umieszczamy prostokat ABCD w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) tak, ze
A =(0,0),B =(2a,0),C =(2a,a),D = (0,a).

AD| _ 1 oraz ML || BD, wigc prosta ML ma réwnanie

Poniewaz stosunek m =5

y = —%x + ¢, przy pewnym c € (a, 2a).
Wtedy M = (2c¢ — 2a,a) oraz L = (2a,c — a).
Wyznaczamy réwnania prostych MN oraz KL, ktére sg prostopadte do ML:

MN: y=2(x—2c+2a)+a

KL: y=2(x—2a)+c—a

Stad N = (0,5a — 4c) oraz K = (? ,0).
Wyznaczamy diugosci bokow trojkgtow MDN i KBL:
IND| =|la— (5a—4c)| =4-|c—a

IDM| = |2c —2a—0| =2 |c—a]

|KB|—|2 5a—C|_1
= (2a > =3 |c —al

|BL| = |[c—a—0] =|c—a
Wyznaczamy stosunek pol trojkgtow MDN i KBL:

%-lND|-|DM| %-4-|c—a|-2-|c—a|

J2 -1 1 1
AKBL 7|I(B||BL| 7.7.|C_a|.|c—a|

Pampn

To nalezato wykazac.
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Zadanie 5. (0-4)

Wymagania ogélne Wymagania szczegétowe
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [11.R3) stosuje wzory Viéte’a dla rownan
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowych;
matematycznych przy rozwigzywaniu [11.R5) analizuje réwnania i nierbwnosci
problemow praktycznych i teoretycznych. liniowe z parametrami oraz rownania
3. Tworzenie pomocniczych obiektow i nieréwnosci kwadratowe z parametrami
matematycznych na podstawie istniejgcych, | [...].
w celu przeprowadzenia argumentaciji lub
rozwigzania problemu.

Zasady oceniania
4 pkt — spetnienie nastepujgcych trzech warunkéw:
1) poprawne rozwigzanie warunku m(x? + x3) =3m-x; - x, + 2: m = 2,
2) poprawne rozwigzanie warunku A > 0: m € R\{1}
LUB
wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych x; # x,: m # 1,
LUB
sprawdzenie, ze dla m = 2 sg spetnione warunki zadania,
3) zapisanie poprawnej odpowiedzi: m = 2.

3 pkt — poprawnie rozwigzany warunek A > 0: m € R\{1} oraz zapisanie réwnania
z jedng niewiadomg m, np. m- [(-2m)?—2-2m—1)]=3m-(2m—1) + 2
ALBO

— rozwigzanie warunku m(x? + x2) =3m-x; - x, + 2. m = 2,
ALBO

— zapisanie, ze x; # x, dla m # 1 oraz zapisanie réwnania z jedng niewiadomg m,
np. m-[(—2m)?—-2-2m—1)]=3m-(2m—1) + 2.

2 pkt — poprawnie rozwigzany warunek A > 0: m € R\{1} oraz przeksztatcenie warunku
m(x? + x%) = 3m - x; - x, + 2 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie
zastosowanie wzoréw Viéte’a, np. m - [(x; +x,)? —2x; - x,] =3m - x; - x, + 2
ALBO

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg m, np.

m-[(-2m)?—-2-2m—1)]=3m-(2m—1) + 2

ALBO

— wyznaczenie pierwiastkdw tréjmianu x? + 2mx + (2m — 1): (—1) oraz 1 — 2m,
oraz zapisanie, ze x; # x, dla m # 1.

1 pkt — poprawnie rozwigzany warunek A > 0: m € R\{1}

ALBO

— przeksztatcenie warunku m(x? + x2) = 3m - x; - x, + 2 do postaci pozwalajacej
na bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a, np.

m-[(x; +x,)%2 —2x;-x,] =3m-xy-x, +2

ALBO

— wyznaczenie pierwiastkow tréjmianu x? + 2mx + (2m — 1): (—1) oraz 1 —2m.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.
Jezeli zdajgcy przyjmie, ze x? + x jestrowne (x; + x,)? oraz doprowadzi rozwigzanie
konsekwentnie do konca, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Réwnanie x? + 2mx + 2m — 1 = 0 ma doktadnie dwa rézne rozwigzania rzeczywiste tylko
woéwczas, gdy wyréznik A tréjmianu kwadratowego x2 + 2mx + (2m — 1) jest dodatni.
Rozwigzujemy warunek A > 0:

2m)?—-4-2m—-1)>0
4m?-8m+4>0
4m—1)2>0
m € (—o,1) U (1, +x)

Przeksztatcamy warunek m(x12 + x%) =3m- x; - x, + 2 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte'a i rozwigzujemy uzyskane réwnanie
Z niewiadomg m:

m(x?+x2)=3m-x;-x, + 2
m-[(x; +x,)2—2x; - x,] =3m-x;-x, +2
m-[(-2m)?—-2-2m—1)]=3m-(2m—1) + 2
4m3 —10m?+5m—-2=0
4m3 —8m? - 2m?+4m+m—-2=0
4m?>’(m—-2)-2m(m—-2)+(m—-2)=0
(m—-2)4m? -2m+1)=0
m—2=0 V 4m?-2m+1=0
m=2

Poniewaz 4m? —2m + 1 = 3m? + (m — 1)? > 0, wiec réwnanie 4m? —2m + 1 = 0 nie
ma rozwigzan rzeczywistych.

Zatem warunek m(x2 + x2) =3m - x; - x, + 2 jest spetniony tylko dla m = 2.

Poniewaz 2 € (—o0,1) U (1, +00), wiec warunki zadania sg spetnione tylko dla m = 2.
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Sposob |l
Zauwazamy, ze liczba (—1) jest rozwigzaniem réwnania x? + 2mx + 2m — 1 = 0.
Korzystajgc ze wzordw Viéte’a, mamy x; + x, = —2m, czyli —1 + x, = —2m, wiec

x, =1—2m. Zatem x; # x, gdy m # 1.
Wyznaczamy wszystkie wartodci parametru m, dla ktérych spetniony jest warunek
m(x? 4+ x3) =3m-x; - x5 + 2:

m(x?+x2)=3m-x;-x, +2
m-[(-1)?+ ({1 -2m)?]=3m-(-1)- (1 —2m) + 2
m-(1+1—4m+4m?)=6m? —-3m+2
4m3 —10m?+5m—-2=0
4m3 —8m? —2m?*+4m+m—-2=0
4m’(m—-2)-2m(m—-2)+(m—-2)=0
(m-2)4m?-2m+1)=0
m—-2=0 V 4m?*-2m+1=0
m=2

Wyréznik tréjmianu 4m? — 2m + 1 jest ujemny, wiec réwnanie 4m? —2m + 1 =0 nie
ma rozwigzah rzeczywistych.

Zatem warunek m(x2 + x2) =3m - x; - x, + 2 jest spetniony tylko dla m = 2.
Warunki zadania sg spetnione tylko dla m = 2.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.

Zdajacy:
VII.R6) rozwigzuje rownania
trygonometryczne.

Zasady oceniania

m mwnw 3m 5w

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: —, —, 5, =, —

3 pkt — rozwigzanie réwnania cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0 w zbiorze R, np.:

T

T T
x—g+§-k lub x =5+ km lub x = —

2
ALBO

T

7 Z-k,gdzie k €Z,

— spetnienie jednego z kryteriéw okreslonych w zasadach oceniania za 2 punkty oraz

rozwigzanie réwnania cos(3x) = 0 w przedziale [0, x]:

ALBO

mom ST
6’2" 6"

— spetnienie jednego z kryteriéw okreslonych w zasadach oceniania za 2 punkty oraz

n w 3w

rozwigzanie réwnania cos x + cos(3x) = 0 w przedziale [0, x]: Z'70 4

ALBO

— spetnienie jednego z kryteriéw okreslonych w zasadach oceniania za 2 punkty oraz

rozwigzanie réwnania cos(2x) = 0 w przedziale [0, x]:

ALBO

T 3
4141

— spetnienie jednego z kryteriéw okreslonych w zasadach oceniania za 2 punkty oraz

rozwigzanie réwnania 4 cos?x — 2 = 0 w przedziale [0, r]:

ALBO

T 3
4141

— spetnienie jednego z kryteriéw okreslonych w zasadach oceniania za 2 punkty oraz

rozwigzanie réwnania 2 — 4sin®? x = 0 w przedziale [0, ]:

n 3m
4’ 4 -

2 pkt — przeksztatcenie réownowazne réwnania cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0 do
postaci alternatywy dwoch réwnan trygonometrycznych, z ktérych jednym jest

cos(3x) = 0, np.:

cos(3x) =0 lub 2cos(2x)cosx =0,
cos(3x) =0 lub cosx + cos(3x) =0,

cos(3x) =0 lub (4cos?x —2)cosx =0,

ALBO

— przeksztatcenie réwnowazne réwnania cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0 do
postaci alternatywy cos(3x) = 0 lub cos(2x) =0 lub cosx = 0.

1 pkt — przeksztatcenie rdwnowazne réwnania do postaci 2 cos(3x) cos x + 2cos?(3x) = 0.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

CENTRALNA
KOMISJA
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Przykladowe petne rozwigzania

Sposob |

Przeksztatcamy réwnanie cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0 réwnowaznie, stosujgc
WZOry na cosinus sumy oraz cosinus réznicy argumentéow:

cos(3x — x) + 2cos?(3x) + cos(3x +x) =0
cos(3x) cos x + sin(3x) sin x + 2cos?(3x) + cos(3x) cos x — sin(3x) sinx = 0
2 cos(3x) (cosx + cos(3x)) =0
cos(3x) =0 V cosx +cos(3x) =0

Rozwigzujemy réwnanie cos(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych:

cos(3x) =0
3x==+k
X > T
m 4 I8 i
*T8"3
gdzie k € Z.
. . L . . T mw 5w
Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania cos(3x) = 0 w zbiorze [0, r]: €'2' 6"
Rozwigzujemy rownanie cos x + cos(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych:
cosx + cos(3x) =0
cos(3x) = —cosx
cos(3x) = cos(m + x)
3x=n+x+2kn V 3x=-nm—x+2kn
=Z4kr v x=—24+l0k
X = > T X = R
gdzie k € Z.
. . L, . . m m 3w
Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania cos x + cos(3x) = 0 w zbiorze [0, r]: 197

Zatem rozwigzaniami réwnania cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0 w zbiorze [0,7] sg

liczby: =, % ,5,—

Sposob Il
Przeksztatcamy réwnanie cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0 réwnowaznie, stosujgc wzor
na sume cosinusoOw:

2x + 4x 2x —4x
2 cos (T) - COS (T) + 2c0s?(3x) =0

2 cos(3x) cos(—x) + 2cos?(3x) = 0
2 cos(3x) (cosx + cos(3x)) =0

Strona 16 z 45


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

cos(3x) =0 V cosx+cos(3x) =0

Rozwigzujemy réwnanie cos(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych:

cos(3x) =0
3x ==+ k
X = > T
T N 4 "
*T6"3
gdzie k € Z.
. . L . . T mw 5m
Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania cos(3x) = 0 w zbiorze [0, ]: €26 "
Rozwigzujemy rownanie cos x + cos(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych:
cosx + cos(3x) =0
5 <x+3x> (x—3x)_0
cos > cos 5 =
cos(2x) - cos(—x) =0
cos(2x) =0 V cosx=0
2x=o+knr V x==+k
X = > 4 x = > I8
“Zisk vV ox=s+k
x=7+3 x=3 T
gdzie k € Z.
. . L, . . m m 3w
Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania cos x + cos(3x) = 0 w zbiorze [0, r]: 197

Zatem rozwigzaniami réwnania cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0 w zbiorze [0,7] sg

|iCZbyZ g,z,i,T,?.
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Zadanie 7. (0-4)

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VIII.R1) stosuje wlasnosci czworokatow
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach | wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

nietypowych.

Zasady oceniania (dla sposobu )

7V3

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: TB .

3 pkt — obliczenie dtugosci jednej z przekatnych czworokgta ABCD, np. d = 7, |AC| = =

ALBO

— obliczenie cosinusa jednego z kgtéw czworokata ABCD, np. cosa =

cosy = —% , cos|4ABC| = —% , cos|4CDA| =55 .

39

7

N =

71

2 pkt — zapisanie réwnan d? =32+82—-2-3-8-cosa oraz

d?=3245242-3.-5-cosa
ALBO

— zapisanie réwnan d? =32+82+2-3-8-cosy oraz

d?=32+52-2-3-5-cosy,
ALBO

— zapisanie rownan |AC|?> = 3%+ 3% —2-3-3 - cos|4ABC| oraz

|AC|* =82 +52+2-8-5-cos|3ABC]|,
ALBO

— zapisanie réwnan |AC|? =32+ 32+ 2-3-3-cos|4CDA| oraz

|JAC|? =82 + 52 —2-8-5- cos|4CDA.

1 pkt — zapisanie zwigzkéw d? =3%2+82—-2-3-
ALBO

— zapisanie zwigzkéw d? =32 +52—-2-3-
ALBO

— zapisanie zwigzkéw d? =32+82—-2-3-
d?=3%2+52-2-3-5-cosy,
ALBO

— zapisanie zwigzkéw |AC|? =32 +3%2-2-
|4ABC| + |4CDA| = 180°,
ALBO

— zapisanie zwigzkéw |AC|? =82 +52—-2-
|4ABC| + |4CDA| = 180°,
ALBO

8

5

8

-cosa oraz a +y = 180°
-cosy oraz a +y = 180°,

-cosa oraz

-3 -cos|4ABC| oraz

-5-cos|4CDA| oraz

— zapisanie zwigzkéw |AC|? =32+ 32 —2-3-3 - cos|4ABC| oraz

|AC|> =82 +52—2-8-5-cos|4CDA|.

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zasady oceniania (dla sposobu II)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 7T\/§ .
3 pkt — obliczenie dtugosci przekatnej AC: |AC| = ?
ALBO
bliczenie cosd: cosd = =5
— obliczenie cosé: cosé = 17 .

1
>e

2 pkt — zapisanie réwnan e? =52+82—-2-.5-8-(2cos?8§ — 1) oraz 2? = cos§.

1 pkt — zapisanie zwigzkéw e? = 52+ 82 —2-5-8-cos |4ADC| oraz |4ADC| = 2.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu 1)
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: ——

3 pkt — obliczenie dtugosci przekatnej AC: |AC| = ? .

73
3

2 pkt — zapisanie, ze trojkat ABC' jest rownoboczny.

1 pkt — uzasadnienie, ze BD jest dwusieczng kata ADC oraz zapisanie, ze C' lezy na
odcinku AD.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

R — promien okregu opisanego na czworokgcie ABCD,
d — dlugosc przekatnej BD,
a — miara kata BAD,

y — miara kata BCD.

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkatow ABD oraz BCD i otrzymujemy
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d?=32+82-2-3-8-cosa A d*=3%2+52-2-3-5-cosy
Stad i z twierdzenia o czworokgcie wpisanym w okrgg mamy
73 —48cosa = 34 — 30 cos(180° — )
Po zastosowaniu wzoréw redukcyjnych otrzymujemy
73 —48cosa = 34 + 30cosa

1
cosa =3

Zatem a = 60° i d2=73—48-%=49, czyli d =7.

Okrag opisany na czworokgcie ABCD jest jednoczes$nie okregiem opisanym na trojkgcie
ABD. Stosujgc do tego tréjkata twierdzenie sinuséw, otrzymujemy

d
— = 2R
sSina
7 — 2R
V3
2
73
R=—
3

Sposob I

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
R — promien okregu opisanego na czworokgcie ABCD,
e — dtugosc przekatnej AC,
6 — miara kata ostrego ACB.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Poniewaz |AB| = |BC|, wiec |4BAC| = |4ACB| = §. Katy wpisane ADB i ACB sg
oparte na tym samym tuku, wiec |4ADB| = §. Katy wpisane BAC i BDC sg oparte na tym
samym tuku, wiec |£BDC| = 6.

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do tréjkata ADC oraz wzér na cosinus podwojonego
argumentu i otrzymujemy:

e?=5%24+8%2—-2-5-8-cos(28)
e?2=89—-80-(2cos?5—1)
e? =169 — 160 cos?§

1
>e
Z tréjkata rownoramiennego ACB otrzymujemy % = cosd , wiec e = 6cosd. Zatem

(6 cos6)? = 169 — 160 cos? §
196 cos? § = 169

5= 13 v 5= 13
cosd = 12 cosd = 12
e . , , 13
Kat ACB w trojkgcie rownoramiennym ABC jest ostry, wiec cosd = 1z
i sing = 3v3
czyli sind = = .

Okrag opisany na czworokgcie ABCD jest jednoczesnie okregiem opisanym na
trojkgcie ABC. Stosujgc do tego trojkgta twierdzenie sinusow, otrzymujemy

3 = 2R
sin§
i=2R
3V3
14

3
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Sposob N

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:
R — promien okregu opisanego na czworokgcie ABCD,
d — dtugos¢ przekatnej BD,
6 — miara kata ostrego ACB.

Poniewaz |AB| = |BC|, wiec |4BAC| = |4ACB| = §. Katy wpisane ADB i ACB sg parte
na tym samym tuku, wiec |AADB| = §. Katy wpisane BAC i BDC sg oparte na tym
samym tuku, wiec |£BDC| = 6. Zatem BD jest dwusieczng kata ADC.

Niech C’ bedzie obrazem punktu C w symetrii osiowej wzgledem prostej BD. Wtedy BD
bedzie zawiera¢ wysokos¢ trojkgta rownoramiennego CC'D i |C'D| = |CD| = 5, wiec C’
bedzie lezatl na odcinku AD.
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Zatem czworokgt BCDC' jest deltoidem i |BC'| = |BC| = 3.

Poniewaz |AC'| = |AD| — |DC'| = 8 — 5 = 3, wiec trojkat ABC' jest rownoboczny,
czyli |#BAD| = 60°.

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkata BAD i otrzymujemy:
d?=3%+82-2-3-8-cos60°
d=7

Okrag opisany na czworokgcie ABCD jest jednoczes$nie okregiem opisanym na trojkgcie
ABD. Stosujgc do tego trojkata twierdzenie sinuséw, otrzymujemy

d
———— =2R
sin |4BAD|
7 = 2R
V3
2
7V3
R=—
3
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Zadanie 8. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. Zdajacy:
1. Interpretowanie i operowanie XIII.R3) [...] podaje interpretacje

informacjami przedstawionymi w tekscie [...] | geometryczng i fizyczng pochodne;j.
matematycznym [...].

Zasady oceniania (dla sposobow | oraz 1)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik niezalezny od a, b, c:
fX)=x3+3x2+3x+2 (lub f(x) = (x +2)(x? + x + 1)).

3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg a, ktére wynika z warunkéw f(—2) =0
i f(A)=9 oraz f'(-2)=3,np. 9=1+a+ (4a—9) + (4a—10) (dla
sposobu 1)

ALBO

— zapisanie uktadu dwéch niezaleznych réwnan z dwiema niewiadomymi d oraz e,
np. 3=(-2)2+d-(-2)+e+0i9=(1+2)(1%2+d+e) (dlasposobu ll),

— zapisanie uktadu dwéch niezaleznych réwnan z dwiema (spos$réd a, b oraz c)
niewiadomymi, ktore wynikajg z warunkéw f(—2) =0 i f(1) =9 oraz z warunku
f'(=2) =3, np.
0=(-22+a-(-2)>+b-(-2)+9-13—-a-12-b-1 oraz
3=3-(-2)2+2a-(-2)+b.

2 pkt — wyznaczenie (z warunkéw f'(—=2) =3 i f(—2) =0) b oraz ¢ w zaleznosci
od a: b=4a—9 i ¢ =4a— 10 (dla sposobu l)

ALBO

— wyznaczenie (z warunkow f'(—2) =3 i f(1) =9) b oraz ¢ w zaleznosciod a:
b=4a—9 i c =17 — 5a (dla sposobu I),

ALBO

— zapisanie warunku f(1) =9 w postaci réwnania z dwiema niewiadomymi d
oraz e, np. 9 = (1+2)(12+d + e) (dla sposobu Il),

ALBO

— zapisanie warunku f'(—2) = 3 w postaci réwnania z dwiema niewiadomymi d
oraz e,np. 3=(-2)2+d-(-2)+e+ 0 (dlasposobu Il),

ALBO

— zapisanie uktadu trzech niezaleznych réwnan z trzema niewiadomymi a, b oraz c,
ktére wynikajg z warunkow f(—2) =0 i f(1) =9 oraz f'(—2) = 3, np.
0=(-22+4+a-(-2)2+b-(-2)+coraz9=13+a-12+b-1+c oraz
3=3-(-2)2+2a-(-2)+b,

ALBO

— obliczenie wspotczynnika kierunkowego stycznej: 3 oraz wyznaczenie (z warunkow
f(=2)=01i f(1)=9) b wzaleznosciod a: b =a.

1 pkt — obliczenie wspotczynnika kierunkowego stycznej: 3 (dla sposobow | oraz Il),
ALBO

— zapisanie wzoru funkcji f w postaci f(x) = (x + 2)(x% + dx + e) (dla sposobu I),
ALBO
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— zapisanie uktadu dwéch niezaleznych réwnan z trzema niewiadomymi a, b oraz c,
ktére wynikajg z warunkéw f(—=2) =0 i f(1) =9, np.
0=(-22+a-(-2)?+b-(-2)+coraz 9=134+a-12+b-1+c.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu 1)
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik niezalezny od a, b, c:
f)=x3+3x2+3x+2 (ub f(x) = (x+2)(x% +x+1)).
3 pkt — wyznaczenie réwnania stycznej, np. g(x) = 3(x + 2), oraz zapisanie zwigzkow
h(=2) =0 i h'(—2) = 0, oraz przedstawienie wielomianu h w postaci
h(x) = (x + k) (x + 2)?
ALBO
— wyznaczenie wzoru wielomianu h, np. h(x) = (x — 1)(x + 2)2.
2 pkt — obliczenie wspétczynnika kierunkowego stycznej: 3 oraz zapisanie zwigzkow
h(=2)=01i h'(-2)=0
ALBO
— zapisanie zwigzkéw h(—2) =0 i h'(—2) = 0 oraz przedstawienie wielomianu h
w postaci h(x) = (x + k) (x + 2)2.
1 pkt — obliczenie wspotczynnika kierunkowego stycznej: 3
ALBO
— zapisanie zwigzkéw h(—2) =0 oraz h'(-2) = 0.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykltadowe petne rozwigzania

Sposob |

Wz6r wielomianu f ma postaé f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ przy pewnych a, b, ¢ € R.
Styczna jest prosta, na ktérej lezg punkty A = (—=2,0) i P =(1,9).

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy u tej prostej: u = 19_;(_02) = 3.

Korzystajac z geometrycznej interpretacji pochodnej, mamy f'(—2) = 3.

Obliczajgc pochodng wielomianu f, otrzymujemy f'(x) = 3x2 + 2ax + b.

Zatem 3=3-(—2)2+4+2a-(-2)+b.Stad b =4a —9.

Poniewaz f(—2) =0, wiec (-2)3+a-(=2)2+b-(=2)+c=0,czyli

—-8+4a+(4a—-9)-(-2)+c=0
c=4a-10
Poniewaz f(1) =9,wiec 9=13+a-12+b -1+ c, czyli
9=14+a+ (4a—9)+ (4a—10)
a=3

Zatem b=4-3—-9=3 oraz c=4-3—-10= 2.
Wielomian f jest okreslony wzorem f(x) = x3 + 3x2 + 3x + 2.
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Sposob |l

Zapisujemy wzor wielomianu f w postaci f(x) = (x + 2)(x? + dx + e), gdzie d, e € R.
Styczna jest prosta, na ktérej lezg punkty A = (—2,0) i P =(1,9).

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy u tej prostej: u = 19_;(_02) = 3.

Korzystajac z geometrycznej interpretacji pochodnej, mamy f'(—2) = 3.

Obliczajgc pochodng wielomianu f, otrzymujemy

flf)=1-(x*+dx+e)+(x+2) - 2x+d)

Zatem 3=(-2)2+d-(-2)+e+0.Stagd e = 2d — 1.
Poniewaz f(1) =9, wiec 9 = (1+2)(1%+d + e), czyli

9=3-(1+d+2d—1)
d=1

Zatem e=2-1—-1=1.
Wielomian f jest okreslony wzorem f(x) = (x + 2)(x? + x + 1).

Sposob N

Niech y = g(x) bedzie réwnaniem stycznej do wykresu funkcji f w punkcie A. Niech h
bedzie wielomianem trzeciego stopnia okreslonym nastepujgco: h(x) = f(x) — g(x) dla
kazdego x € R.

Punkt A lezy na wykresach funkcji f oraz g, wiec f(—2) = g(—2), czyli h(—=2) = 0.
Korzystajgc z geometrycznej interpretacji pochodnej, mamy f'(—2) = g'(—2), wiec
h'(=2) = f'(-2) — g'(—2) = 0. Zatem liczba (—2) jest pierwiastkiem podwdjnym
wielomianu h, czyli h(x) = (x + k)(x + 2)? przy pewnym k € R.

Punkt P lezy na wykresach funkcji f oraz g, wiec f(1) =9 i g(1) =9. Stad

h(1) = f(1) — g(1) = 0. Zatem

h(1) =1+ k(A + 2)?
0=(1+k)-9
k=-1

czyli h(x) = (x — 1) (x + 2)2.
Styczna jest prosta, na ktérej lezg punkty A = (—2,0) i P =(1,9).

Obliczamy wspétczynnik kierunkowy u tej prostej: u = T—(—2) = 3. Zatem

g(x) =3(x+2).
Wyznaczamy wzor funkgji f:

fO)=h(x)+g@)=x—-1Dx+2)?2+3x+2)=x+2)x*+2x—x—-2+3) =

=(x+2)(x*+x+1)
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Zadanie 9. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. VI.R2) rozpoznaje zbiezne szeregi
2. Dobieranie i tworzenie modeli geometryczne i oblicza ich sume.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: # .
4 pkt — obliczenie b, oraz q: b; =35 oraz q = %
3 pkt — obliczenie réznicy ciggu (a,): r = 4 oraz odrzucenie przypadku r = —5.

2 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg r (albo a,), np.
15+ 9r = (15— 3r)(15 + 2r — 6),

15 — 15 — 15—
a, +14- 5a1=(a1+2- al)-(a1+7- a1—6>.

5 5
1 pkt — zapisanie uktadu dwéch niezaleznych rownan z niewiadomymi a, oraz r, np.
a; +14r =(a; +2r) - (a; +7r —6) i a; + 5r = 15.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Zdajacy moze odrzuci¢ otrzymang warto$¢ r = —5 bez komentarza.

2. Jezeli zdajgcy nie odrzuci wartosci q = —% i zastosuje wzor na sume szeregu

geometrycznego dla g = —% , to moze otrzymacé co najwyzej 3 punkty za cate

rozwigzanie (1 punkt za zapisanie uktadu réwnan, 1 punkt za zapisanie réwnania z jedng

niewiadomag, 1 punkt za obliczenie q = % oraz sumydla q = %).

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Oznaczmy przez r réznice ciggu arytmetycznego (a,), natomiast przez q —iloraz ciggu
geometrycznego (b,,).

Poniewaz a, = 15 oraz a;5 = az - (ag — 6), wiec stad i z wlasnosci ciggu arytmetycznego
otrzymujemy

ag +9r = (ag — 3r) - (ag + 2r — 6)
15+9r = (15-3r)(15+ 2r — 6)
15+ 9r = (15-3r)(2r +9)
6r2+6r—120=0

r4+r—20=0
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r=-5V r=4
Ciag (a,) jestrosnacy, wiec r = 4.
b
Zatem by = ag+5r =15+5-4 =35, b, = 15 oraz q =2 =7
1
Poniewaz |%| < 1, wiec suma S wszystkich wyrazéw ciggu (b,,) istnieje i jest rowna

b, 35 245
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Zadanie 10. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy X.5) oblicza objetosci i pola
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | graniastostupow, ostrostupdw [...].
nietypowych. X.R2) wyznacza przekroje szescianu
i ostrostupow prawidtowych [...].

Zasady oceniania (dla sposobow | = IlI)
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 6.
4 pkt — wyznaczenie w zaleznosci od x czterech sposrod wielkosci 1)-4) okreslonych

w zasadach oceniania za 1 punkt

ALBO

— wyznaczenie pola powierzchni catkowitej ostrostupa w zaleznosci od x: 126+/3x2.

3 pkt — wyznaczenie w zaleznosci od x trzech sposrod wielkosci 1)-4) okreslonych

w zasadach oceniania za 1 punkt.
2 pkt — wyznaczenie w zaleznoéci od x dwdch sposréd wielkosci 1)-4) okreslonych

w zasadach oceniania za 1 punkt.
1 pkt — wyznaczenie w zaleznosci od x jednej z ponizszych wielkosci 1)-4):

1) dtugosci wysokosci $ciany bocznej, np. |BE| = 5v3x, |DF| = 5v7x,

2) dtugosci krawedzi podstawy ABC: |BC| = 2+/21x,

3) pola podstawy ABC: 21+/3x2,

4) pola sciany bocznej (lub pola powierzchni bocznej): 35v3x2 (lub 105+v/3x2).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |
Poniewaz % = 17 » Wiec |CE| = 3x oraz |ED| = 11x przy pewnym x > 0 (zobacz
rysunki).
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Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata BED i otrzymujemy:
|BE|?> + |ED|? = |BD|?
|BE|? + (11x)? = (14x)?
|BE| = 5V3x
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata BCE i otrzymujemy:
|BC|? = |CE|* + |BE|?
BCI? = (3%)? + (5V3x)°
|BC| = 2v21x

Wyznaczamy pole P, powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego ABCD:
1 3
Py=3-=-|CD|-|BE| =5 14x - 5v/3x = 105v/3x2
Wyznaczamy pole P, podstawy ABC:

BC2-V3  (2v21x) V3
h=—"% = 4

= 21v/3x2
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Obliczamy stosunek 7 pola powierzchni catkowitej ostrostupa do pola podstawy ABC
ostrostupa:

P, + B, 105v3x?* + 21v3x?2
= = =i 6
Pp 21+/3x?

n

Sposob I

Poniewaz % = % , wiec |CE| = 3x oraz |ED| = 11x przy pewnym x > 0.

Niech F bedzie spodkiem wysokosci sciany bocznej BCD poprowadzonej z wierzchotka D
na krawedz BC (zobacz rysunki).

Z podobienstwa trojkatow prostokatnych CEB oraz CFD otrzymujemy:

|[EC| |FC]
|BC| ~ |CD]
1
3x - |BC|
|BC|  14x
|BC| = 2v21x

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkgta CDF i otrzymujemy:

|CD|? = |DF|?* + |FC|?
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1 2
(14x)? = |DF|? + (E : z«zu)

|DF| = 5V7x

Wyznaczamy pole P, powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego ABCD:
1 3
Py =35 |BC|- IDF| = E-z\/zu - 5v7x = 105v/3x2
Wyznaczamy pole B, podstawy ABC:

BC2-V3  (2VZ1x) V3
h=—"% = 4

= 21/3x2

Obliczamy stosunek 7 pola powierzchni catkowitej ostrostupa do pola podstawy ABC
ostrostupa:

_ Py + P,  105V3x% +21V3x% ¢

P, 21+/3x2

n

Sposob N

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

0O — spodek wysokosci ostrostupa poprowadzonej z wierzchotka D na podstawe ABC,
G — srodek krawedzi AB,

a — dlugos¢ krawedzi podstawy ABC,

h;, — wysokos$¢ $ciany bocznej poprowadzonej z wierzchotka D,

h,, — wysokos¢ podstawy ABC (zobacz rysunki).
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1
§hp _hp

Poniewaz % = % , wiec |CE| = 3x oraz |ED| = 11x przy pewnym x > 0.

Ostrostup jest prawidtowy, wiec punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkgcie
rownobocznym ABC i jest jednoczes$nie srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat. Zatem

2, a3 1, a3
|0C| = §hp =3 oraz |OG| = §hp =6 -
Z podobienstwa tréjkatow DOC i GEC mamy

|EC| _ loc]

|GC|  |DC|

aV3

3x "3

h, 14x

aV3

3x "3

a3 14x

2
a=2V2lx

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkgta GBD i otrzymujemy:

|BD|* = |DG|* + |GB|?

1 2
(14x)? = h} + (E : 2\/ﬁx)

CENTRALNA Strona 33 z 45

KOMISJA
EGZAMINACYJNA


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2025 r.

hb = 5\/7x

Wyznaczamy pole P, powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego ABCD:

1 3
—.a-h, =§-2\/21x - 5V7x = 105v3x?

P, =3-
b 2

Wyznaczamy pole B, podstawy ABC:

P :az-\/gz(me)z-\@

4 7 7 = 21/3x?

Obliczamy stosunek 7 pola powierzchni catkowitej ostrostupa do pola podstawy ABC
ostrostupa:

_ P+ P, 105V3x% +21V3x% ¢
P, 21+/3x2

n
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Zadanie 11. (0-6)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy IX.R1) znajduje punkty wspdlne prostej
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach | i okregu;
nietypowych. IX.R4) wyznacza rownanie prostej

prostopadtej do zadanej prostej i prostej
stycznej do zadanego okregu.

VIIl.4) korzysta z wtasnosci katow

i przekatnych w prostokatach,
réwnolegtobokach, rombach i trapezach.

Zasady oceniania (dla sposobow I-II1)

6 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (x + 1)? + (y + 2)? = 5.

5 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg — pierwszg lub drugg wspotrzedng punktu S,
np.:

3 8\ 6 1N 5
s = (g +g)] +[-3-(-gm-5)] =+ Cx-3)
(ze zwigzkéw r = |ST| oraz r = |S0]),
(xs — 4)% + (x5 — 3 — (=7))" =

2 2
= (%xs +§— 4) + (—gxs —1?1— (—7)) +x2 + (—x5 — 3)2
(ze zwigzkéw |BS|? = |BT|? + r? oraz r = |SO|).
4 pkt — wyznaczenie rownania dwusiecznej kata ABC réwnolegtoboku: y = —x — 3
ALBO
— zapisanie wspotrzednych srodka S za pomoca jednej niewiadomej, np.
S =(xg,—xs — 3).
3 pkt — obliczenie wspétrzednych punktu E: E = (—2,5)
ALBO
— obliczenie wspotrzednych takich punktow P; oraz P, ,ze P; lezy na pétprostej BA
oraz P, lezy na potprostej BC oraz |BP,| = |BP,]|,
ALBO
— obliczenie tangensa kata a: tga = % (dla sposaobu 1),
ALBO

1

2 pkt — wyznaczenie réwnania prostej BC oraz obliczenie dtugosci odcinka AB:

y=—-2x+1 oraz |AB| =180
ALBO

— zapisanie zwigzku (dla sposobu 111).
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— wyznaczenie rownania prostej AB oraz obliczenie dtugosci odcinka BC:

y = —%x—S oraz |BC| =75,

ALBO

— obliczenie wspoétczynnikéw kierunkowych prostych AB oraz BC: ayp = —% oraz
agc = —2 (dla sposobu ),
ALBO

— wyznaczenie rownan prostych AB oraz BC,np. y = —%x —5oraz y=-2x+1

(dla sposobu I11).
1 pkt — obliczenie wspdtrzednych wierzchotka B: B = (4,—7)
ALBO
— obliczenie wspotrzednych wierzchotka C: C = (—1,3).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob | (poprzez tréjkgt rownoramienny)

Srodek symetrii rownolegtoboku jest punktem przeciecia przekatnych réwnolegtoboku.
Zatem punkt M jest srodkiem odcinka AC oraz srodkiem odcinka BD. Stosujemy wzory
na wspotrzedne srodka odcinka i obliczamy wspétrzedne wierzchotka B:

xg + (—13 9 +9
5+ ( )= A)’B —1

2 2 2
B = (4,-7)

Stosujemy wzory na wspotrzedne srodka odcinka i obliczamy wspotrzedne wierzchotka C:

N
2 2 2
C=(-13)

Btxe 9 —ltye
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Obliczamy |AB|: |AB| = J(4 —(-8))" + (-7 - (-1))" = V180.

Wyznaczamy réwnanie prostej BC: y = 3__1(:1) c(x—4)+ (=7, czyli y = —2x + 1.

Niech E bedzie punktem na boku BC réwnolegtoboku (lub na przedtuzeniu tego boku
w strone C) takim, ze |BE| = |BA|. Obliczamy wspédtrzedne punktu E:

(x—4)?2+(@y+7)?2*=180 A y=-2x+1
(x—4)2+(-2x+7+1)%?=180 A y=-2x+1
5x2—-40x—100=0 A y=-2x+1

(x,y) =(=25) v (xy)=(10,-19)

Punkt (10,—19) nie spetnia warunku narzuconego na E (bowiem 10 > xg),

wiec E = (—2,5).

Okrag O jest styczny do prostych AB oraz BC, wiec jego $rodek S lezy na dwusiecznej
kata ABC réwnolegtoboku ABCD. Poniewaz tréjkat ABE jest rownoramienny, wiec srodek
F odcinka AE lezy na prostej BS iodcinek AE jest prostopadty do prostej BS.
Obliczamy wspotrzedne punktu F:

Xy +xp —8 -2

yA+yE -1 +5
xp— 2 == 2 —_5 A yF: = :2

2 2
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. , . —7-2 ,
Wyznaczamy réwnanie prostej BS: y = —(=5) (x—4)+ (=7),czyli y=—x—3.
Zatem S = (xg,—xg — 3).
Niech T bedzie punktem stycznosci okregu O z prostg BC.
Wyznaczamy réwnanie prostej ST: y = % (x — xg) + (—x5 — 3).

Wyznaczamy wspotrzedne punktu T

1
y=§-(x—x5)+(—xs—3) A y=-2x+1

1 3
—2x+1=§x—§x5—3 AN y=-2x+1

3 .8 6 1
X=5hs TS Y=TEM T

, 3 8 6 11
czyli T = (gxs +§ »TEXs _T)'

Oznaczmy przez r promien okregu (. Poniewaz okrag przechodzi przez poczatek uktadu

wspotrzednych, wiec r = \/xsz + (—xg — 3)2. Jednoczesnie

T T T ) O O

wiec

2

2 8\ /1 4
%+ (x =9 = (gx —g) + (5w —g)

Stad otrzymujemy

2 , 4 ;1 2
x5 + (xs + 3) =£(x5—4-) +£(xs—4)

2 1 2
2x5+6x5+9=§(x5—4)

9xZ + 38x5 + 29 = 0

1y 29

Xs = Xs = 9
. .29 . - , .
Poniewaz -9 < —3, a druga wspotrzedna punku S ma by¢ ujemna, wiec xg = —1, czyli

S = (—1,—2). Obliczamy promien okregu: r = /(—=1)2 + (=2)2 = /5.
Okrag O ma réwnanie (x +1)2 + (y + 2)? = 5.
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Sposob 1l (poprzez wspdtczynniki kierunkowe)

Srodek symetrii rdwnolegtoboku jest punktem przeciecia przekatnych réwnolegtoboku.
Zatem punkt M jest srodkiem odcinka AC oraz srodkiem odcinka BD. Stosujemy wzory
na wspotrzedne srodka odcinka i obliczamy wspétrzedne wierzchotka B:

2 2 2
B=(4-7)

Stosujemy wzory na wspétrzedne srodka odcinka i obliczamy wspotrzedne wierzchotka C:

_8+XC 9 _1+yc
B Ay N A
2 2 2
C=(-1,3)
Y A

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy a,p prostej AB: ayp = _47%(—_8? = —%.
Obliczamy wspétczynnik kierunkowy agc prostej BC: agc = 3__1(:1) = —2.

Oznaczmy miare kata ABC rownolegtoboku przez 2a. Obliczamy tangens tego kata,
korzystajgc z interpretacji geometrycznej wspotczynnika kierunkowego prostej oraz wzoru na
tangens réznicy katéw:
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app — Qpc
te(2a0)) = —m8M88—
g( a) 1 + aAB * aBC
1
—5-(-2) 3
tg(2a) = —

1 4
1+ (-3) 2
Korzystamy ze wzoru na tangens podwojonego kata i otrzymujemy

3 2tga

4=1—tg2a
3tg?a +8tga—3=0
~8-10 —8+10 1

tga=—pr—=-3 V tga=—7p 3

Poniewaz kat ABC rownolegtobku jest ostry, wiec tga = % .

Oznaczmy $rodek okregu O przez S. Obliczamy wspoétczynnik kierunkowy ags prostej
BS, korzystajac z interpretacji geometrycznej wspoétczynnika kierunkowego prostej oraz
wzoru na tangens sumy katéw:

- agc +tga
BS 1l—apc-tga
241
aBS:—1:_1
1—(—2)-§

Wyznaczamy réwnanie prostej BS: y = —1-(x —4) + (=7), czyli y = —x — 3. Zatem
S = (XS,—XS — 3)
Niech r bedzie dlugoscig promienia okregu O. Poniewaz okrag przechodzi przez poczatek

uktadu wspéirzednych, wiec r = {/xZ + (—x5 — 3)2. Ponadto

ﬁ =sina
wiec
r 1
[BS| ~ V10
|IBS|2 =1%-10

(s — 42+ (x5 =3 - (=7)) =72 10
(xs —4)2 + (—x5 + 4)? = [x¢ + (—x5 — 3)?] - 10
18x% + 76x5 + 58 = 0

9xZ + 38x5 +29 = 0
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1y 29

Xg = Xg = 9
, .29 , - , .
Poniewaz -9 < —3, adruga wspotrzedna punku S ma by¢ ujemna, wiec xg = —1, czyli

S = (—1,—2). Obliczamy promien okregu: r = \/(—1)2 + (=2)2 =+/5.
Okrag O ma réwnanie (x + 1)2 + (y + 2)? = 5.

Sposob Il (z wtasnosci dwusiecznej)

Srodek symetrii rdwnolegtoboku jest punktem przeciecia przekatnych réwnolegtoboku.
Zatem punkt M jest srodkiem odcinka AC oraz srodkiem odcinka BD. Stosujemy wzory
na wspotrzedne srodka odcinka i obliczamy wspotrzedne wierzchotka B:

xg + (—13 9 +9
5+ ( )= AJ’B —1

2 2 2
B =(4-7)

Stosujemy wzory na wspotrzedne srodka odcinka i obliczamy wspotrzedne wierzchotka C:

—8+xc 9 A “1+yc
2 2 2
C=(-13)

Y a
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Wyznaczamy rownanie prostej AB: y = _47%(—_8%) (x+8)+(—1),czyli y = —%x — 5.
Wyznaczamy réwnanie prostej BC: y = 3__1(:1) c(x—4)+ (=7, czyli y = —2x + 1.

Niech S = (xg,ys) bedzie srodkiem okregu O, a r — dtugoscig promienia okregu 0.
Punkt S lezy na dwusiecznej kata ABC réwnolegtoboku ABCD, wiec odlegtos¢ punktu S
od prostej AB jest réwna odlegtosci punktu S od prostej BC. Zatem

1

|55 + Y5+ 5  |2x5 +y5 — 1]
12 V22 412
(z) +122

Xs+2ys+10=2x5+ys—1 V x5+2ys+10=—-2x5—y, +1
Ys=xs—11 V yg=—x5—3

Poniewaz punkt (0,0) lezy w réwnolegtoboku ABCD, a prosta y = x — 11 ma tylko jeden
punkt wspdlny z rownolegtobokiem, wiec dwusieczna kata ABC ma réwnanie y = —x — 3.
Stad ys = —xg — 3 oraz

r_|2x5+)’5—1|_|2xs—xs—3—1|_|xs—4|
NrEse V5 NS

Okrag przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych, wiec r = \/ x% + (—xg — 3)2.
Wobec powyzszego otrzymujemy

|Xs — 4]
V5
(Xs - 4)2
5

9x§ +38xs+29=0

29
x5=—1 Vv x5=—?

\/xf + (—xs —3)? =

x5+ (xs +3)% =

Poniewaz —29—9 < —3, a druga wspotrzedna punku S ma by¢ ujemna, wiec xg = —1, czyli

S = (—1,—2). Obliczamy promien okregu: r = /(—=1)2 + (—=2)2 = /5.
Okrag O ma réwnanie (x + 1)2 + (y + 2)? = 5.
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Zadanie 12.1. (0-2)

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze X.5) oblicza objetosci i pola powierzchni
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw graniastostupéw [...].
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
2 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
1 pkt — wyznaczenie wysokos$ci graniastostupa w zaleznosci od dlugosci krawedzi podstawy
48/3 —a?-V3
6a '
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

graniastostupa, np. H =

Przyktadowe petne rozwigzanie
Rozpatrzmy dowolny z rozwazanych graniastostupow. Oznaczmy przez H jego wysokosc.

Pole powierzchni catkowitej tej bryly jest réwne 24/3, wiec

az -3
244/3=2- 7 + 3aH
Stad
H_48\/§—a2-\/§
N 6a

Zatem objetos¢ V graniastostupa jest réwna

az -3 a?-4/3 48V3 —a? -3 1,
‘H= : =6a—-a
4 4 6a 8

To nalezato wykazac.
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Zadanie 12.2. (0-4)

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XIII.R4) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
nietypowych. pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, roéznicy, iloczynu, ilorazu
[...]

XIII.R5) stosuje pochodng do badania
monotonicznosci funkciji;

XIll.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
z zastosowaniem pochodne.

Zasady oceniania

4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja V' przyjmuje wartosé najwiekszg dla a = 4 oraz
obliczenie V(4) = 16.

3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkciji), ze funkcja V przyjmuje
wartos$¢ najwiekszg dla a = 4.

2 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji V: a = 4.

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji V, np. V'(a) = 6 — %az.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja osigga warto$¢ najwiekszg dla
wyznaczonej wartosci a, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uzna¢ sytuacje, gdy
zdajacy bada znak pochodnej
ORAZ:

— opisuje (stownie lub graficznie — np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos$c¢ funkcji V

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci a funkcja V' ma maksimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najwieksza wartos¢,

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci a funkcja V' ma maksimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkciji.

Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposéb, np. szkicujgc wykres

funkcji, ktéra w ten sam sposdb jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku (np.

znakami ,+” i ,-”) znak pochodne;.

2. Jezeli zdajgcy przedstawi niepetne uzasadnienie, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty
za cate rozwigzanie (1 punkt za poprawne wyznaczenie pochodnej, 1 punkt za obliczenie
miejsca zerowego pochodnej, 1 punkt za obliczenie dtugosci krawedzi podstawy oraz
objetosci graniastostupa o najwiekszej objetosci).

3. Jezeli zdajgcy nie uzasadnia istnienia najwiekszej wartosci funkcji, to moze otrzymac co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za poprawne wyznaczenie pochodnej,

1 punkt za obliczenie miejsca zerowego pochodnej).
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Przykladowe petne rozwigzanie

Obliczamy argument, dla ktérego funkcja V' okreslona wzorem V(a) = 6a — %a?’ dla
a € (0,4v3) osiaga warto¢ najwieksza.

Wyznaczamy pochodna funkcji V: V'(a) = 6 — %az dia a € (0,4v3).

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji V:

V'i(a) =0

3
6——a2=0
861

a=-4¢(0,4V3) v a=4¢€(04V3)
Badamy znak pochodnej:
V'(a) <0
3
6-5a’<0 A a€ (0,4V3)

ae€ (4, 4\/5)

wiec V'(a) <0 dla a € (4,4V3) oraz V'(h) >0 dla a € (0,4).
Zatem funkcja V jest rosngca w przedziale (0,4] i malejgca w przedziale [4, 4\/§).
Stad funkcja V' osigga wartos¢ najwiekszg dla a = 4. Wtedy

1
V(4)=6-4—§-43=16
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