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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktore na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac¢ co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2024*

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. Zdajacy:
1. Interpretowanie i operowanie V.13) postuguje sie funkcjami wyktadniczg
informacjami przedstawionymi w tekscie, i logarytmiczna [...] do opisu i interpretacji
zarowno matematycznym, jak zagadnien zwigzanych z zastosowaniami
i popularnonaukowym, a takze w formie praktycznymi.
wykresow, diagramow, tabel.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda obliczenia temperatury kawy po 15 minutach oraz poprawny wynik
zaokrgglony do jednosci: 59 °C.

1 pkt — obliczenie k~10: g—g

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |
Z warunkéw zadania T(10) = 65, wiec 65 = (80 — 20) - k=19 + 20 i stad
45 3
10 40 _3
k =20=1" Zatem

T(15) = (80 — 20) - k™15 + 20 = 60 - (k~10)15 + 20 =

3\ 3 V3 453
=60-(—> +20=6O-Z-7+20=T+20z59

Temperatura kawy po nastepnych pieciu minutach byta réwna 59 °C.

Sposob 1l
Z warunkoéw zadania T(10) = 65, wiec 65 = (80 —20) - k™19 + 20 istad k710 ==,
Przyjmujemy teraz T, = 65, T, = 20 i obliczamy T(5):

Sl w

1Rozporzgdzenie Ministra Edukaciji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
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T(5) = (65 —20) - k™5 + 20 = 45 - (k~10)05 4+ 20 =

3 45V3
=45-\/;+20=T\/_+20z59

Temperatura kawy po nastepnych pieciu minutach byta réwna 59 °C.

Zadanie 2. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XIII.R1) oblicza granice funkcji (w tym
1. Stosowanie obiektéw matematycznych jednostronne).
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Zasady oceniania
2 pkt — poprawna metoda obliczenia granicy oraz poprawny wynik: (—o).

3_ 2
1 pkt — zapisanie wyrazenia x—8 w postaci XTH2xta (lub w postaci x + 4 + 12
(x—2)° x—2 X—2
ALBO
— zapisanie rownosci
x3-8 3x?

lim ——— = li
g =22y 2x—4

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |
3_
Przeksztatcamy wyrazenie (x 2)2 , korzystajgc ze wzoru na réznice szescianow:
x_

x°-8  (x—=2)(x*+2x+4) x*+2x+4
(x—2)2 (x —2)2  x=2

dla kazdego x # 2.
Poniewaz lim (x2 + 2x +4) = 12 oraz lim (x —2) = 07, wiec

xX—2~ xX—2~
. x3-8
im =
xo2- (X —2)2
Sposob |l
Zauwazmy, ze lim (x3 —8) =0 oraz lim (x —2)? = 0.
X2~ X2
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Funkcje f(x) =x3 —8 oraz g(x) = (x — 2)? sgrdzniczkowalne w zbiorze (—,2).
Ponadto g'(x) = 2(x — 2) # 0 dlakazdego x € (—,2) oraz
. 3x*
oz 2% — &

Zatem na podstawie reguty de I'Hospitala otrzymujemy

" x3—8 i 3x?
= = —O00
xl_frzl_ (x —2)? xl_)rrzl_ 2x — 4

Sposdb N

Niech M bedzie dowolng liczbg dodatnig. Oznaczmy § = 71—2M . Wtedy § > 0.

Niech x bedzie dowolng liczbg rzeczywistg spetniajgcg warunek —§ < x — 2 < 0.
Wowczas
x3—8 x3-8 12(x — 2) 12 12

Go2? —dxga PPt G Tttt <65 =

=6—(7+M)=-1-M< -M

Zatem dla kazdego M > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla kazdego x spetniajgcego warunek
—§ < x —2 <0 zachodzi

x3 -8

PEDTh -M

To oznacza, ze
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Zadanie 3. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymagania ogélne Wymaganie szczegoétowe

I1l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:

reprezentacji. XII.R2) stosuje schemat Bernoullego.
2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.
I. Sprawnosé rachunkowa.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 0,996.
2 pkt — zapisanie poprawnego prawdopodobienstwa uzyskania co najwyzej jednego sukcesu
w dziesieciu probach Bernoullego, np.
=) 099+ (') 0on'- 099,
P =(0,99)° +10-0,01 - (0,99)°
1 pkt — zapisanie prawdopodobienstwa odniesienia sukcesu (p) i porazki (q) w pojedynczej
probie: p = 0,01, g = 0,99
ALBO
— zapisanie prawdopodobienstwa w postaci g% + 10p - q°, gdzie p jest
prawdopodobienstwem odniesienia sukcesu, q — porazki,
ALBO
— przedstawienie fragmentu drzewa zawierajgcego wszystkie istotne gatezie
odpowiadajgce sytuacji wylosowania dziesieciu opakowan ze sSmietang, ktéra zawiera
co najmniej 36% ttuszczu oraz odpowiadajgce sytuacji wylosowania dziesieciu
opakowan, wsrdd ktérych bedzie dziewie¢ opakowan ze smietang, ktora zawiera co
najmniej 36% ttuszczu i jedno opakowanie ze $mietang, ktéra zawiera mniej niz 36%
tluszczu,
ALBO
— przedstawienie fragmentu drzewa zawierajgcego gatgz odpowiadajgca wylosowaniu
dziesieciu opakowan, wsrod ktorych bedzie dziewie¢ opakowan ze Smietang, ktéra
zawiera co najmniej 36% ttuszczu i jedno opakowanie ze $mietang, ktéra zawiera
mniej niz 36% ttuszczu oraz okreslenie na kazdym odcinku gatezi
prawdopodobienstwa sukcesu i porazki.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy zapisze poprawne prawdopodobienstwa

P(S%) = (100) . (0,01)° - (0,99)° oraz P(S1,) = (110) . (0,01) - (0,99)°, ale

z dalszego rozwigzania nie wynika, ze P = P(S%,) + P(S1,), to otrzymuje co najwyzej
1 punkt za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy przyjmuje p = 0,1 oraz ¢ = 0,9 (albo p = 0,01 i g =0,9)
i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.
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3. Jezeli zdajgcy przyjmuje p = 0,99 i g = 0,01, konsekwentnie rozwigze zadanie do
konca, lecz btednie interpretuje wynik koncowy, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy nie okresli sukcesu w pojedynczej probie, ale z rozwigzania wynika, ze
poprawnie interpretuje warunki zadania, to moze otrzymac 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przykladowe petne rozwigzanie

Sukcesem w pojedynczej probie Bernoullego jest wylosowanie jednego opakowania ze
Smietang, ktéra zawiera mniej niz 36% ttuszczu. Okreslamy prawdopodobienstwo sukcesu
(p) i porazki (q) w pojedynczej probie Bernoullego: p = 0,01, g =1—p = 0,99.

Niech S{‘O oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsrdd dziesieciu losowo wybranych
opakowan ze $mietang znajduje sie doktadnie k opakowan ze $mietana, ktéra zawiera
mniej niz 36% ttuszczu (k € {0, 1}).

Obliczamy prawdopodobienstwo P zdarzenia polegajgcego na tym, ze wsrod dziesieciu
opakowan ze $mietang poddanych kontroli znajdzie sie co najwyzej jedno opakowanie ze
Smietang, ktéra zawiera mniej niz 36% ttuszczu:

P = P(S%) + P(S1,) = (100) .(0,01)° - (0,99)1° + (110) - (0,01 - (0,99)° =

= (0,99)° - (0,99 + 10 - 0,01) = (0,99) - 1,09 ~ 0,996

Zadanie 4. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogdéine Wymagania szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XIl.R2) stosuje definicje pochodnej funkgciji,
1. Stosowanie obiektéw matematycznych podaje interpretacje geometryczng
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ pochodnej;
matematycznych. XIII.R3) oblicza pochodng funkcji potegowe;j

o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen
0 pochodnej sumy, roznicy, iloczynu

i ilorazu.
Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: a = % oraz b = —5.
2 pkt — obliczenie wspétczynnika kierunkowego stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P:

a=f@=1.
(3x2—3)-x—(x3—3x+2)~1
xZ

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f, np. f'(x) =

fl(x) =2x+2- (—xiz)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Uwaga:

Jezeli zdajgcy btednie zastosuje wzor na pochodng ilorazu funkcji lub btednie obliczy
pochodng funkcji y = x3 — 3x + 2, lub y = x, to moze otrzymaé 1 punkt za cate
rozwigzanie, o ile nie popetni btedu w obliczaniu wspétczynnika a oraz b.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Wyznaczamy pochodng funkgcji f:

(Bx?—=3) - x—(x3-3x+2)-1

flx) = 2
2x3 -2
fre)=—7H;
Obliczamy wspotczynnik kierunkowy a w réwnaniu stycznej:
=@ =1
a=f =3
Obliczamy wspétczynnik b w réwnaniu stycznej:
7
f(2)= 5 2+b
2=7+b
b=-5
Wspétczynniki w réwnaniu stycznej sg réwne: a = % oraz b = —5.
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Zadanie 5. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogdéine Wymagania szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze 1.9) stosuje zwigzek logarytmowania
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw Z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania, | logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
odrdznianie dowodu od przyktadu. i logarytm potegi.
I.R1) stosuje wzor na zamiane podstawy
logarytmu.

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
2logs 4 +1log, 3
logs 4 -(1+1og,3
wyrazen do takiej postaci, z ktorej poprzez jednokrotne zastosowanie wzoru na
logarytm iloczynu lub wzoru na zamiane podstawy logarytmu, lub logarytmu potegi
oraz ewentualne kilkukrotne przeksztatcenie wyrazenia wymiernego mozna otrzymac
teze
ALBO
— zapisanie jednego réwnania wymiernego z a, b oraz niewiadoma Xx, np.

2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia ) lub log;, 80, lub obydwu tych

bx +x = %+ 2 (dla sposobu 1),
ALBO

1 1

— zapisanie liczby 5 w postaci 4 oraz liczby 4 w postaci 12**° (dla sposobu 1V).
1 pkt — zastosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu lub na logarytm iloczynu, np.

_ log, 80 _logs80 _
log;, 80 —m,log1280 —m, 2-logs4+1=1logs(4-4-5),
1+ log, 3 =log,(4-3)
ALBO

— zapisanie dwoch sposréd liczb 3, 4, 5 jako potegi, ktérej podstawg jest trzecia
1

z nich, a wyktadnik jest zalezny od a lub b, np.: 5 = 4" i 3 = 4? oraz zapisanie
rownania 12* = 80 (dla sposobu 1),
ALBO

1

— zapisanie liczby 4 w postaci 12**° (dla sposobu V).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposoéb |

Przeksztatcamy wyrazenie log;, 80, stosujgc wzér na zamiane podstawy logarytmu,
a nastepnie wzér na logarytm iloczynu:
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log,(16-5) log,16+1log,5 2+log,5
log,(4-3) log,4+log,3 1+log,3

10g12 80 =

Korzystamy ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu oraz z zatozenia i otrzymujemy

l 5_log55_ 1 1
084 “logs4 logs4 a

Zatem

1
2+log45_2+a_ 2a +1

1 80 = = =
0812 1+log,3 1+b a-(1+b)
To nalezato wykazac.
Sposob Il
Przeksztatcamy wyrazenie % , korzystajgc z zatozenia oraz ze wzoru na logarytm

sumy:

2a+1  2-logs4+1  logs(4-4-5) logs 80
a-(1+b) logs4-(1+1log,3) logs4-log,(4-3) logs4-log, 12

Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu i otrzymujemy dalej

logs 80 _log, 80
logs 4 -log, 12 log, 12

== 10g12 80

2a+1
a-(1+b)"
To nalezato wykazac.

Zatem log,, 80 =

Sposob I

1

Korzystamy z definicji logarytmu oraz z zatoZenia i otrzymujemy 5 = 4% oraz 3 = 4°.
Oznaczmy przez x liczbe rzeczywistg taka, ze 12* = 80. Wtedy

3¥.4* =80
1
(4b)x 4% = 4a . 42

1
4bx+x — 4a+2
Stad
1
bx+x=—+2
a
2a+1
x(1+b) =
2a+1
X=——=
a-(1+b)
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_ . 2a+1
Zatem 10g12 80 =x —m.

To nalezato wykazac.

Sposoéb IV
1
Korzystamy z definicji logarytmu oraz z zatozenia i otrzymujemy 5 = 4% oraz 3 = 4b. Stad
1

12 = 4P*1 czyli 4 = 12" Zatem

1 1. 1 %+2 2a+1
80 =542 =4%.42 = 4% = (121+b> _ 1@+
; 2a+1
czyli log;, 80 = RCETOR

To nalezato wykazac.

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XI.R1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji,
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | spetniajgcych okreslone kryteria,
nietypowych. z wykorzystaniem reguty mnozenia

i dodawania (takze fgcznie) oraz wzordéw na
liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji,
réwniez w przypadkach wymagajgcych
rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 11 040.
2 pkt — zapisanie L : (g) . (g) - 5! oraz zapisanie liczby zbioréw czteroelementowych
ztozonych z trzech cyfr nieparzystych i jednej cyfry parzystej réznej od zera: (3) - (3)
ALBO
— zapisanie L, : (3) - (}) - 4! oraz zapisanie liczby zbioréw piecioelementowych
ztozonych z trzech cyfr nieparzystych i dwéch cyfr parzystych: (3) - (3),
ALBO
— zapisanie P:4-(})-(3)- 4! oraz zapisanie liczby ciagéw pieciowyrazowych
w jednym z przypadkow, w ktorych pierwszy wyraz jest cyfrg nieparzysta, np. liczba
ciggow postaci (n,p,n,p,n) jestréwna 5-5-4-4 -3,
ALBO
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— zapisanie N: 5-(3)-(3)-4! oraz zapisanie liczby ciagéw pieciowyrazowych
w jednym z przypadkéw, w ktérych pierwszy wyraz jest cyfrg parzystg r6zng od zera,
np. liczba ciagéw postaci (p,n,n,p,n) jestréwna 4-5-4-4-3,
ALBO

— zapisanie Z*: 4-4-4-5-4-3 oraz zapisanie liczby ciggéw pieciowyrazowych
w jednym z przypadkéw, w ktérych zaden wyraz nie jest rowny zero, np. liczba
ciagoéw postaci (n,n,n,p,p), gdzie p € {2,4,6,8}, jestrowna 5-4-3-4 -3,
ALBO

— zapisanie Z7: 10-4-3-5-4 -3 oraz zapisanie liczby ciggéw pieciowyrazowych
w jednym z przypadkéw, w ktérych jeden z wyrazéw jest rowny zero, np. liczba
ciagoéw postaci (p,n,n,n,0), gdzie p € {2,4,6,8}, jestrowna 4-5-4-3-1.

1 pkt— zapisanie Ly (lub Ly),np. Ly =(3)- ()5, L, =() - () -4

ALBO

— zapisanie P (lub N),np. P=4-(})-()-4. N=5-(3)-(3) -4
ALBO

—zapisanie Z (lub Z7),np. Zt =4-4-4-5-4-3 = 3840,
Z=-=10-4-3-5-4-3=7200,
ALBO

— zapisanie liczby zbioréw piecioelementowych ztozonych z trzech cyfr nieparzystych
i dwoch cyfr parzystych: (3) - (3) oraz zapisanie liczby zbioréw czteroelementowych
ztozonych z trzech cyfr nieparzystych i jednej cyfry parzystej roznej od zera: (3) - (1),
ALBO

— zapisanie liczby ciggow pieciowyrazowych w jednym z przypadkow, w ktérych
pierwszy wyraz jest cyfra nieparzystg (np. liczba ciagéw postaci (n,p,n,p,n) jest
rowna 5-5-4-4-3) oraz zapisanie liczby ciggéw pieciowyrazowych w jednym
z przypadkow, w ktérych pierwszy wyraz jest cyfrg parzystg rozng od zera (np. liczba
ciggow postaci (p,n,n,p,n) jestréwna 4-5-4-4-3).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozpatruje liczby inne niz pieciocyfrowe, to otrzymuje 0 punktéw.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |
Niech L; bedzie liczbg wszystkich ciagdéw piecioelementowych, ktérych:
e wyrazy sg cyframi, parami roznymi
e trzy wyrazy sg liczbami nieparzystymi, a dwa sg liczbami parzystymi.

Aby wygenerowac taki cigg nalezy wybraé trzy cyfry sposréd pieciu nieparzystych, dwie cyfry
sposréd dwoch parzystych i wybrane piec cyfr ustawi¢ w cigg. Zatem

w=() (=

Niech L, bedzie liczbg wszystkich ciggdéw piecioelementowych, ktérych:
e wyrazy sg cyframi, parami réznymi
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e pierwszy wyraz jest zerem, a wérdd pozostatych wyrazéw sg trzy cyfry nieparzyste
i jedna cyfra parzysta.

Aby wygenerowad taki cigg nalezy wybraé trzy cyfry sposrdd pieciu nieparzystych oraz jedng
cyfre sposrod cyfr: 2, 4, 6, 8, i wybrane cztery cyfry ustawi¢ w cigg. Nastepnie na poczatku

3 1

Wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, o réznych cyfrach, w ktérych doktadnie trzy
cyfry sg nieparzyste, a pozostate sg parzyste, jest

L, —L —(5) (5) 5! (5) (4> 4'=10-10-120 — 10 -4 - 24 = 11 040
o273/ \2/ 7 \3) \1) 77 -

Sposob |l
Niech P bedzie liczbg wszystkich ciggow piecioelementowych, ktorych:
e wyrazy sg cyframi, parami roznymi
e pierwszy wyraz jest cyfrg parzystg rézng od zera, a wsréd pozostatych wyrazéw sg
trzy cyfry nieparzyste i jedna cyfra parzysta.

Pierwszy wyraz takiego ciggu mozna ustali¢ na cztery sposoby (wybieramy jedng cyfre
parzystg sposrod 2, 4, 6, 8). Pozostate wyrazy mozna ustali¢ poprzez wybér jednej cyfry
parzystej sposréd czterech, trzech cyfr nieparzystych sposrdd pieciu, a nastepnie ustawienie
wybranych czterech cyfr na ostatnich czterech pozycjach w ciggu. Zatem

= () (s

Niech N bedzie liczbg wszystkich ciggéw piecioelementowych, ktorych:
e wyrazy sg cyframi, parami roznymi
e pierwszy wyraz jest cyfrg nieparzystg, a wsrdd pozostatych wyrazéw sg dwie cyfry
nieparzyste i dwie cyfry parzyste.

Pierwszy wyraz takiego ciggu mozna ustali¢ na pie¢ sposobow (wybieramy jedng cyfre
nieparzystg sposréd pieciu). Pozostate wyrazy mozna ustali¢ poprzez wyboér dwdch cyfr
parzystych sposrod pieciu, dwdch cyfr nieparzystych sposrdd czterech, a nastepnie
ustawienie wybranych czterech cyfr na ostatnich czterech pozycjach w ciggu. Zatem

s ()

Wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, o réznych cyfrach, w ktérych doktadnie trzy
cyfry sg nieparzyste, a pozostate sg parzyste, jest

4 5 5 4
P+N=4-(1)-(3)-4!+5-<2)-(2)-4!=4-4-10-24+5-10-6-24=11040

Strona 12 z 53


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob N

Rozwazmy dwa przypadki:

1. Gdy w zapisie liczby wystepuje cyfra zero. Cyfre te mozemy wstawi¢ na jedno z 4 miejsc.
Miejsce dla drugiej, roznej od zera cyfry parzystej mozemy wybraé na 4 sposoby, a na
wybranym miejscu mozemy wstawi¢ jedng z pozostatych 4 cyfr parzystych. Na pierwsze
Z pozostatych trzech wolnych miejsc mozemy wstawi¢ jedng z 5 cyfr nieparzystych, na
drugie z pozostatych dwoch wolnych miejsc mozemy wstawic jedng z pozostatych 4 cyfr
nieparzystych, a na ostatnim wolnym miejscu — jedng z pozostatych 3 cyfr nieparzystych.
Zatem liczba Z* wszystkich rozpatrywanych liczb w tym przypadku jest rowna

Zt=4-4-4-5-4-3=3840

2. Gdy w zapisie liczby nie wystepuje cyfra zero. Dwa miejsca dla cyfr parzystych mozemy
wybrac¢ na (g) = 10 sposobdw. Na pierwsze z wybranych dwdch miejsc mozemy
wstawi¢ jedng z 4 cyfr parzystych, a na drugie — jedng z 3. Na pierwsze z pozostatych
trzech wolnych miejsc mozemy wstawi¢ jedng z 5 cyfr nieparzystych, na drugie
z pozostatych dwoch wolnych miejsc mozemy wstawi¢ jedng z pozostatych 4 cyfr
nieparzystych, a na ostatnim wolnym miejscu — jedng z pozostatych 3 cyfr nieparzystych.
Zatem liczbha Z~ wszystkich rozpatrywanych liczb w tym przypadku jest rowna

Z=-=10-4-3-5-4-3=7200
Stgd wszystkich rozwazanych liczb jest Z* + Z~ = 3840 + 7 200 = 11 040.
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Zadanie 7. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegoétowe

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu

Zdajacy:

V1.6) wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym
arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan [...].

problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania (dla sposobu i Il)
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x = 5, y = 20, z = 80.
3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg 7, np. (35 —7)% = (35— 2r) - (35 + 3r)

ALBO
— poprawne wyznaczenie r w zalezno$ciod x zréwnania (x +1)? = x(x + 5r):
r = 3x.
2 pkt — zapisanie x,y oraz z wzaleznosciod r: x =35—-2r, y=35—-r, z=354+3r
ALBO

— zapisanie ukfadu réwnan
x+x+r+x+5r=105i (x +r)? = x(x + 57) lub

2
x+x+r+x+5r=105 i x+x.x+5r+x'(x+5r) = 105
x+r x+r
1 pkt — zapisanie rownania x + x +r + x + 5r = 105
ALBO
— zapisanie réwnania (x + 7r)? = x(x + 57),
ALBO

2
x+r x+r ) = 105.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

L, . x + 57 x + 5r
— zapisanie rownania x + x - +x- (

Zasady oceniania (dla sposobu IlI)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x = 5, y = 20, z = 80.

3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg y, np. y? = (2y — 35) - (140 — 3y).

2 pkt — zapisanie x oraz z w zaleznosciod y: x = 2y — 35, z = 140 — 3y.

1 pkt — zapisanie réwnania 4 - (y —x) =z—y lub y? = xz,lub 5(y —x) =z — x.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu V)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x = 5, y = 20, z = 80.

3 pkt — zapisanie réwnania x + x - ¢ + x - > = 105 oraz obliczenie q: q = 4
ALBO

— zapisanie réwnania x + x - q + x - > = 105 oraz zapisanie, ze ciag (x,v,z) jest

rosngcy, wiec x # 0, oraz zapisanie réwnania g% — 5q + 4 = 0.

2 pkt — zapisanie réwnania 4 - (x - ¢ —x) = x - q*> — x - q oraz zapisanie, ze cigg (x,y,z)
jestrosngcy, wiec x # 0 i g # 1, oraz obliczenie q: q = 4

Strona 14 z 53


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

ALBO
— zapisanie réwnan 4-(x-q—x) =x-q*—x-q oraz
x+x-q+x-q*=105.
1 pkt — zapisanie réwnania 4 - (x-q—x) =x-q*—x-q lub x +x-q + x - qg* = 105.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy dzieli obie strony otrzymanego rownania przez wyrazenie zawierajgce
niewiadomg i nie umieszcza zapisu, ze to wyrazenie jest rézne od zera, oraz
konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za
cate rozwigzanie.

+a;+5
2. Jezeli zdajgcy popetni blad, ktdry nie jest rachunkowy, np. W -6 =105,

y—x=4-(z—y) irozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty za cate rozwigzanie (za spetnienie kryterium z kategorii za 1 pkt oraz za
obliczenie x,y oraz z).

Przykltadowe petne rozwigzania

Sposob |

Niech r bedzie réznicg ciggu arytmetycznego (a,). Wtedy y = x +r oraz z = x + 5r.
Poniewaz x +y + z = 105, wiec

x+ (x+r)+ (x+5r)=105
x + 2r =35
x =35—-2r

Zatem y=35—2r+r=35—1r oraz z=35—2r + 5r =35+ 3r.
Z wtasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy

y2=x-z
(35—71)2=(35-2r)-(35+3r)
352 — 70r + r? = 352 + 35r — 612
7r? —105r = 0
r=0VvV r=15

Dla r = 0 otrzymujemy x = y = z, wiec warunki zadania nie sg spetnione.

Dla r = 15 otrzymujemy x =5, y = 20, z = 80. Ciag (5, 20,80) jest geometryczny

i rosngcy. Suma wyrazow tego ciggu jest rowna 105. Ponadto wyrazy tego ciggu sg —
odpowiednio — pierwszym, drugim i szostym wyrazem ciggu arytmetycznego okreslonego
wzorem a, =5 + 15n, gdzie n € N,.

Zatem ostatecznie x =5, y = 20, z = 80.
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Sposob |l
Niech r bedzie réznicg ciggu arytmetycznego (a,). Wtedy y = x +r oraz z = x + 5r.
Poniewaz x +y + z = 105, wiec

x+ (x+7r)+ (x+5r)=105
Z wtasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy
y:i=x-z
Poniewaz y = x +r oraz z = x + 5r, wiec
(x+1)2=x-(x+57)
Zatem otrzymujemy uktad dwéch réwnan z niewiadomymi x oraz r:

{ x+x+4+r+x+5r=105
(x +1)? = x(x + 57)

Ze zwigzku (x +7)? = x - (x + 5r) otrzymujemy kolejno:
x% 4+ 2xr + 1% = x? + 5xr
r2—3rx=0
r=0V r=3x

Dla r = 0 otrzymujemy x = y = z, wiec warunki zadania nie sg spetnione.
Dla r = 3x otrzymujemy

{3x + 6r =105
r = 3x

, . . . , x=25
Rozwigzaniem tego ukfadu réwnan jest para liczb { =15

Stad y=x+r=5+15=20 oraz z=x+5r =5+ 75 = 80.

Ciag (5,20,80) jest geometryczny i rosngcy. Suma wyrazow tego ciggu jest réwna 105.
Ponadto wyrazy tego ciggu sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i széstym wyrazem ciggu
arytmetycznego okreslonego wzorem a, = 5 + 15n, gdzie n € N,.

Zatem ostatecznie x =5, y = 20, z = 80.

Sposob
Z warunkow zadania oraz z wtasnosci ciggoéw geometrycznego i arytmetycznego

otrzymujemy zaleznosci miedzy x,y oraz z:
x+y+z=105
y? =xz
4-(y-—x)=z-y
Rozwigzujemy uktad tych trzech réwnan:

z=105—x—y
y2=x-(105—-x—1y)
4. (y—x)=105—x—y—y
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z=105—x—y
y*=x-(105—-x—y)
x=2y—35

x=2y—35

z =140 — 3y
7y% — 385y + 4900 = 0
x=2y—35

y=20 V
x=25

y =235

x =35

Dla x =y = z = 35 warunki zadania nie sg spetnione.

Ciag (5,20,80) jest geometryczny i rosngcy. Suma wyrazow tego ciggu jest réwna 105.
Ponadto wyrazy tego ciggu sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i széstym wyrazem ciggu
arytmetycznego okreslonego wzorem a,, = 5 + 15n, gdzie n € N,.

Zatem x =5,y = 20, z = 80.

z =140 -3y
{ y? = (2y — 35) - (140 — 3y)

z =80 {z=35

Sposob IV
Niech g bedzie ilorazem ciggu geometrycznego (x,y,z). Wtedy y = x - q oraz
z = x - q%. Z warunkéw zadania oraz wtasnosci ciggu arytmetycznego otrzymujemy

4-y-—x)=z-y

4-(x-q—x)=x-q"—x-q
Poniewaz cigg (x,y,z) jestrosnacy, wiec x # 0 i g # 1. Zatem

4-(x-q—x)=x-q°—x-q

4-x-(q-1D=x-q-(q—1)

4=q

Z warunkéw zadania x +y + z = 105, wiec x + x - q + x - g?> = 105 i dalej
x+x-4+x-4% = 105. Stad otrzymujemy x = 5. Wéwczas y =54 = 20 oraz
z=15-4% = 80.
Ciag (5,20,80) jest geometryczny i rosngcy. Suma wyrazéw tego ciggu jest réwna 105.
Ponadto wyrazy tego ciggu sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i széstym wyrazem ciggu

arytmetycznego okreslonego wzorem a, = 5+ 15n, gdzie n € N,.
Zatem x =5,y = 20, z = 80.
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Zadanie 8. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.R3) przeprowadza dowody
kilkuetapowych, podawanie argumentéw geometryczne.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania (dla sposobow I-V)
4 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.

3 pkt — zapisanie zwigzkow @ = % oraz g = % (dla sposobu I)
ALBO
— zapisanie zwigzku % = % (dla sposobu II),
ALBO

— zapisanie zwigzkéw |AF| =a =71 i |AF|-c = |AG|?> oraz zastosowanie
twierdzenia Pitagorasa do tréjkgta ACG (dla sposobu 1),
ALBO

— zapisanie, ze w czworokgcie wypuktym wpisanym w okrag iloczyn dtugosci
przekatnych czworokata jest sumg iloczyndéw diugosci przeciwlegtych bokow tego
czworokgta oraz zapisanie zwigzku |CH| = a (dla sposobu V),
ALBO

isanie zwi 2 _ (g4 579 = g2 _ (€29
— zapisanie zwigzku b (a+ 5 ) =a ( > ) (dla sposobu V).

2 pkt — zapisanie zwigzku le—Dl = % (dla sposobu |)

ALBO

— zapisanie zwigzku 2 = % (dla sposobu 1),
ALBO

— zapisanie, ze trojkaty EAC i ABC sa podobne (dla sposobu ll),
ALBO

— zapisanie zwigzkéw |AF| = a =1 oraz |AF|-c = |AG|?, (dla sposobu IIl),
ALBO

— zapisanie, ze w czworokgcie wypukitym wpisanym w okrag iloczyn dtugosci
przekatnych czworokata jest sumg iloczynéw dtugoéci przeciwlegtych bokdéw tego
czworokata (dla sposobu V),

ALBO
— zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla trojkgtow AKC i BKC oraz zapisanie
réwnosci
2 _ c—a\? | o 2 _ (c=a\? | .,
b —(a+ 2) + h® oraz a —(2)+h
(dla sposobu V).
1 pkt — zapisanie, ze trojkaty CAB i CBD sg podobne (dla sposobu )
ALBO
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— zdefiniowanie na prostej CB punktu E, takiego ze |BE| = |AB| =c oraz B
nalezy do odcinka CE (dla sposobu ),

ALBO

— zapisanie, ze trojkat CFA jest rownoramienny (dla sposobu lll),
ALBO

— zapisanie zwigzku |AF|-c = |AG|* (dla sposobu IlI),
ALBO

— zdefiniowanie punktu H jako takiego, ze czworokat ABCH jest trapezem
réwnoramiennym o ramionach BC i AH oraz zapisanie, ze na tym trapezie mozna

opisac okrag (dla sposobu 1V),
ALBO

— zdefiniowanie punktu L, ktéry jest obrazem punktu B w symetrii wzgledem prostej
zawierajgcej wysokos¢ CK oraz zapisanie, ze trojkat ALC jest rownoramienny (dla
sposobu V).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposoboéw VI-X)
4 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
3 pkt — wyznaczenie cosinusa kgta BAC w zaleznosci od dlugosci bokow tréjkata ABC

oraz zastosowanie twierdzenia cosinuséw do tréjkata ABC i zapisanie zwigzku

b
2_(24p2_2.¢c-p - —
a®=c"+b*=2-c-b-5—lub

b 2
b2=a2+c2—2-a-c-[2-< )—1]

2-a
ALBO
— zastosowanie twierdzenia cosinuséw do tréjkgta ABC oraz zastosowanie wzoru na
cosinus podwojonego kata i zapisanie rownan

b?=a?’+c*—2-a-c-(2cos?a—1) oraz
a’?=c?>+b?>—2-c-b-cosa oraz
b=2-a-cosa,

ALBO

he ac do postaci

ilorazu wielomiandw, z ktorych kazdy jest roztozony do postaci iloczynowej, np.

(b—c—a)(b—c+a)(b+c—a)(b+c+a)_(a—c—b)(a—c+b)
2b2c? B 2ac

2 2 2
. . . b+ c2 — a2 Z4c2-p
— przeksztatcenie stron réwnania 2 - <u> =t b

ALBO

— zastosowanie wzoru na sume sinusow i zapisanie wyrazenia a® + ¢ - a w postaci
4R? - sina - 2sin(2a) - cos a,
ALBO

— wyznaczenie dtugosci boku BC w zaleznosci od dtugosci odcinkéw AK (lub BK)
oraz AB (w przypadku, gdy K lezy na odcinku AB), np. a? = (2z — ¢)? (dla
sposobu X).
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2 pkt — zapisanie zwigzku miedzy cosinusem kata BAC a dtugosciami bokéw AC i BC

tréjkata ABC, np. cosa = zi

‘a
ALBO
— spetnienie kryteriow 1) i 3) zasad oceniania za 1 pkt,
ALBO
— spetnienie kryteriéw 2) i 3) zasad oceniania za 1 pkt,
ALBO
— wyeliminowanie cos a z ukfadu rownan podanego w kryterium 3) zasad oceniania za
1 pkt, np.
b2 + c? — a2 \* a’ + c? — b?
2 ( 2bc > -1= 2ac
ALBO

— zapisanie wyrazenia a? + ¢ - a w zaleznosci od R, sina oraz sin(3a), np.
4R? - sin® a + 4R? - sin(3a) - sina,
ALBO

— spetnienie kryterium 5) zasad oceniania za 1 pkt oraz zastosowanie twierdzenia
Pitagorasa w trojkgtach AKC i KBC oraz zapisanie zwigzkow
b? = |AK|?> + |KC|? oraz a? = |KB|? + |KC|? (dla sposobu X).

1 pkt — spetnienie jednego z ponizszych kryteriow 1)-5):
1) zastosowanie twierdzenia sinuséw do trojkgta ABC i zapisanie zwigzku
b a
sin(2a)  sina

2) zastosowanie wzoru na pole trojkgta i zapisanie zwigzku

%-c-a-sin(Za)=%-c-b-sina,

3) zastosowanie twierdzenia cosinusow do tréjkata ABC oraz zastosowanie wzoru
na cosinus podwojonego kata i zapisanie réwnan

b?=a?’+c*—2-a-c-(2cos?a—1) oraz
a’?=c*+b>-2-c-b-cosa,

4) zastosowanie twierdzenia sinuséw i zapisanie a? + c - a jako
(2R - sina)? + 2R - sin |4BCA| - 2R - sina,

5) poprowadzenie wysokosci CK w trojkacie ABC oraz zastosowanie definicji
tangensa kata ostrego w trojkgtach AKC i KBC oraz zastosowanie wzoru na
tangens podwojonego kata i uzyskanie zaleznosci miedzy dtugosciami odcinkéw

h

2.0
AK,BK i CK, np. cThz = ZZ (dla sposobu X).

Z

0 pkt — rozwigzanie, w ktdérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli w rozwigzaniu zdajgcy wykorzystuje wysokos¢ CK trojkata ABC oraz przeprowadzi
rozumowanie tylko w jednym przypadku (np. gdy K lezy miedzy A i B) i nie stwierdzi, ze
w drugim przypadku (gdy B lezy miedzy K i A) rozumowanie przebiega analogicznie, to
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za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 3 punkty; jezeli natomiast takie
stwierdzenie zapisze, to moze otrzymac 4 punkty.

Przyktadowe petne rozwigzania

We wszystkich ponizszych rozwigzaniach przyjmujemy nastepujgce oznaczenia:
a = |BC|, b = |CA|, c = |AB|, a = |4CAB|.

Sposob | (poprzez dwusieczng kata ABC)

Poniewaz a = |4CAB|, wiec |3ABC| = 2a.

Niech D bedzie punktem lezagcym na przecieciu prostej AC z dwusieczng kata ABC.
Oznaczmy przez x dtugo$c odcinka DC. Wtedy |ACBD| = a, |ADCB| = 180° — 3a oraz
|ABDC| = 2a (zobacz rysunek).

Zatem trojkgty CAB i CBD sg podobne (na podstawie cechy kkk podobienstwa

trojkatow).

Z podobienstwa tych trojkgtéw otrzymujemy g = % ,wiec x = Z— :

Z twierdzenia o dwusiecznej zastosowanego w trojkgcie ABC otrzymujemy
|AD|

Cc
X a

i stgd wyznaczamy dtugos¢ x odcinka DC:

b—x_c

2
Stad i ze zwigzku x = Z— otrzymujemy:

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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|AC|? = |BC|? + |AB| - |BC]|

To nalezato wykazac.

Sposoéb Il (poprzez trojkaty podobne)

Poniewaz a = |4CAB|, wiec |3ABC| = 2a.

Niech E bedzie punktem lezgcym na prostej CB, takim ze |BE| = |AB| = ¢ oraz B
nalezy do odcinka CE. Wtedy tréjkgt ABE jest rownoramienny i |4ABE| = 180° — 2«
oraz |ABEA| = |4BAE| = a (zobacz rysunek).

Stad miary katéw tréjkgta FAC s3g réwne
|AEAC| = 2a, |4CEA| = a oraz |4ACE| = 180° — 3a.
Zatem trojkaty EAC i ABC sa podobne (na podstawie cechy kkk podobienstwa
trojkatow).
. . . b _|EC| .
Z podobienstwa tych trojkgtéw otrzymujemy o= p o Wiec
b? = a - |CE|
b? =a- (|CB| + |BE])
b*=a-(a+¢)
|AC|? = |BC|? + |AB| - |BC|

To nalezato wykazac.

Sposob Il (poprzez sieczng)

Poniewaz a = |4CAB|, wiec |3ABC| = 2a.

Niech F bedzie punktem przeciecia okregu o $rodku w punkcie C i promieniu a = |BC]|
z prostg AB.

Przez punkt A prowadzimy prostg styczng do tego okregu i oznaczamy punkt styczno$ci
przez G (zobacz rysunek).
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A

Z twierdzenia o odcinkach siecznej i stycznej otrzymujemy
|AF| - |AB| = |AG|?

Poniewaz |BC| = |FC|=a i |4ABC| = 2a oraz |4BAC| = a, wiec
|AAFC| = 180° — 2a i |4FCA| = |ABAC| = a. Zatem |AF| = |FC| =|BC| = a.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AGC otrzymujemy

|AG|* = |AC|* - |CG|?
|AGI? = b? — a?
Zatem réownos$¢ |AF| - |AB| = |AG|? przyjmuje postaé
a-c=>b%*-a?
b’=a’+c-a
|AC|?> = |BC|? + |AB| - |BC]|

To nalezato wykazac.

Sposob IV (poprzez trapez wpisany w okrgg)

Poniewaz a = |4CAB|, wiec |3ABC| = 2a.

Niech H bedzie obrazem punktu C w symetrii osiowej wzgledem symetralnej boku AB.
Wtedy czworokat ABCH jest trapezem rownoramiennym o ramionach BC i AH (zobacz
rysunek).
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Suma miar przeciwlegtych katéw trapezu réwnoramiennego jest réwna 180°, wiec na
trapezie ABCH mozna opisa¢ okrag. Poniewaz w czworokgcie wypuktym wpisanym
w okrag iloczyn dtugosci przekatnych czworokata jest sumg iloczynow dtugosci
przeciwlegtych bokéw tego czworokata (twierdzenie Ptolemeusza), wiec

|AC| - |BH| = |BC| - |AH| + |AB| - |CH|
Poniewaz |4BAC| = |4ACH| itrapez ABCH jest rbwnoramienny, wiec

|CH| = |AH| = |BC| = a oraz |BH| = |AC| = b.
Stad i z réwnosci |AC| - |BH| = |BC| - |AH| + |AB| - |CH| otrzymujemy

b-b=a-a+c-a
b>=a’+4c-a
|AC|? = |BC|? + |AB] - |BC]|

To nalezato wykazac.

Sposob V (poprzez trojkaty rownoramienne i twierdzenie Pitagorasa)

Niech K bedzie spodkiem wysokosci trojkgta ABC opuszczonej z wierzchotka C.
Oznaczmy dtugos$¢ tej wysokosci przez h. Punkt K nie moze pokrywac sie

z wierzchotkiem B, gdyz wtedy trojkat ABC bytby rownoramienny, co jest sprzeczne
z zatozeniem.

Niech L bedzie obrazem punktu B w symetrii Srodkowej wzgledem punktu K.
Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.

Przypadek 1. (gdy punkt K lezy na boku AB).
Wtedy trojkat LBC jest rownoramiennyi |ABLC| = 2a. Zatem |LC| = |BC| = a oraz

|AALC| = 180° — 2a. Stad wynika, ze |ALCA| = a, co oznacza, ze tréjkgt ALC jest
rownoramienny. Zatem |AL| = |LC| = a (zobacz rysunek).

Wobec tego |LB| =c —a oraz |LK| = |KB| = C;—a.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw AKC i BKC otrzymujemy:

|AC|? = |AK|? + |KC|? oraz |BC|? = |KB|? + |KC|?

b? = (a + %)2 + h? oraz a? = (%)2 + h?
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h? = b? — (a + ﬂ)2 oraz h* = a® — (C;—a)z

Stad

v (a5 == ()

p2 a’+2ac+c®> _ , a’—2ac+c?

7) —a )
4b% — a? — 2ac — ¢? = 4a* — a® + 2ac — ¢?
4b% = 4a® + 4ac
b? =a?+ ac

To konczy dowod w tym przypadku.

Przypadek 2. (gdy punkt K lezy na przediuzeniu boku AB).

Witedy punkt B lezy miedzy punktami A i K, trojkat LBC jest rownoramienny oraz
|ALBC| = 180° — 2a. Zatem |LC| = |BC| = a oraz |4BLC| = |4LBC| = 180° — 2a.
Stad wynika, ze |4LCA| = a, co oznacza, ze trojkat ALC jest rownoramienny, wiec
|AL| = |LC| = a (zobacz rysunek).

Wobec tego |LB| =a —c oraz |LK| = |KB| = %.

a

20

A ¢ B K L
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw AKC i BKC otrzymujemy:
|AC|? = |AK|? + |KC|? oraz |BC|?> = |KB|? + |KC|?

b? = (c + %)2 + h? oraz a? = (%)2 + h?

h? = b? — (c + E)2 oraz h? = a? — (ﬂ)z

2 2
Stad
a— c\2 a— c\2
2 — a2 _
b (c + 5 ) a ( > )
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_a2+2ac+cz_ » a*—2ac+c?

b? 7 a® — 7
4b? — a®? — 2ac — ¢ = 4a* — a® + 2ac — c*?
4b% = 4a? + 4ac
|AC|?> = |BC|? + |AB| - |BC]|

To nalezato wykazac.

Sposob VI (z wyznaczeniem cos a poprzez twierdzenie sinusow)
Poniewaz a = |4CAB|, wiec |3ABC| = 2a.
Stosujemy twierdzenie sinuséw do trojkata ABC oraz wzér na sinus podwojonego kata
i otrzymujemy:
b _a
sin(2a)  sina

b a

2sina-cosa sina

b

cosa@ = ——
2-a
Stad i z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do tréjkgta ABC otrzymujemy:

a’?=c*+b*—2-c-b-cosa

b
a?=c*+b*-2-c-b-—
2-a

2
a?=c*+b*—c-—

b2

(a—c)-(a+c) =b2‘(1—§)
(a—c)-(a+c)-a=b?*-(a—rc)
Poniewaz tréjkat ABC nie jest rbwnoramienny, wiec a — ¢ # 0. Zatem
(a+c)-a=b?
|AC|? = |BC|? + |AB| - |BC|

To nalezato wykazac.
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Sposob VII (z wyznaczeniem cosa poprzez poréwnanie pol)

Poniewaz a = |4CAB|, wiec |4ABC| = 2a.

Stosujemy wzér na pole tréjkagta w zalezno$ci od dtlugosci dwéch bokdw i sinusa kata miedzy
tymi bokami, otrzymujac

1 1
E.c.a.sin(za)ZE'C'b'Sina

Stad, po zastosowaniu wzoru na sinus podwojonego kata, otrzymujemy
2-a-cosa=b>b
Dwukrotnie stosujemy do trojkata ABC twierdzenie cosinusow:
b2 =a?+c?*—2-a-c-cos(2a)
a’?=b%*+c?>—-2-b-c-cosa

Stad, po zastosowaniu wzoru na cosinus podwojonego kata oraz skorzystaniu z zaleznosci
2 -a-cosa = b, otrzymujemy uktad réwnan

V=a’+c2—2-a-c-(2cos?a—1)
{ a?=b*+c2—2-2-a-cosa-c-cosa
Po odjeciu od stron pierwszego rownania stron drugiego rownania otrzymujemy kolejno:
b>—a*=a*-b*+2-a-c
|AC|?> = |BC|? + |AB| - |BC]|
To nalezato wykazac.
Sposob VIl (poprzez dwukrotne zastosowanie twierdzenia cosinusow)

Poniewaz a = |4CAB|, wiec |3ABC| = 2a.
Dwukrotnie stosujemy do trojkata ABC twierdzenie cosinusow:

b2 =a%?+c?>—-2-a-c-cos(2a)
a’?=b%>+c>—2-b-c-cosa

Z uzyskanych réwnan eliminujemy (po zastosowaniu wzoru na cosinus podwojonego kata)
cos a:

a? + c? — b? b% + c? — a?
cos(Z2a) = S Po— A cosa = S To—
2cosza—1=M A cosazM

2ac 2bc
b2 + ¢ —a?\’ a? + c? — b?
2( 2bc > -1= 2ac

Przeksztatcamy otrzymane rownanie i otrzymujemy kolejno:

(b*> +c?—a®)? 4b*c* a’+c®>—-b* 2ac

2b2%¢c? "~ 2b2c2 2ac 2ac
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(b* + c® —a® — 2bc)(b* + ¢* —a®* + 2bc) _ (a—c)* —b?

2b?%c? 2ac
(b=c)?—-a>)((b+c)*—a?®) (a—c—b)(a—c+b)
2b?c? - 2ac
b—c—a)b—c+a)b+c—a)(b+c+a) (a—c—Db)(a—c+Db)
2b%c? - 2ac
Korzystamy z tego, ze w tréjkacie b + ¢ # a oraz a + b # c, i otrzymujemy dalej
(b—c—a)(b+c+a) 1
2b?c? ~ " 2ac

2a[b? — (a +c)?] +2b%c =0
ab? —a(a+c)>+b%c=0
b2(a+c)—ala+c)>=0 /:(a+c)
b? =a(a+c)

|AC|?> = |BC|? + |AB| - |BC]|
To nalezato wykazac.
Sposob IX (poprzez twierdzenie sinusow i przeksztatcenia trygonometryczne)
Poniewaz a = |4CAB|, wiec |4£ABC| = 2a. Niech R bedzie promieniem okregu

opisanego na tréjkgcie ABC.
Trzykrotnie stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinusow i otrzymujemy

a’+c-a= (2R -sina)?+ 2R - sin |4£BCA| - 2R - sina =
= (2R -sina)? + 2R - sin(180° — 3a) - 2R - sina
Stosujemy wzory redukcyjne oraz wzdér na sume sinusow, otrzymujac
a’+c-a=4R?-sin?a + 4R? - sin(3a) - sina =
= 4R? - sina - [sina + sin(3a)] = 4R? - sina - 2sin(2a) - cos a

Stad, po skorzystaniu ze wzoru na sinus podwojonego kata oraz z twierdzenia sinusow,
dostajemy

|BC|? + |AB| - |BC| = 4R? - sin?(2a) = [2R - sin(2a)]? = |AC|?

To nalezato wykazac.

Sposob X (poprzez tangens podwojonego kata i twierdzenie Pitagorasa)

Niech K bedzie spodkiem wysokosci tréjkgta ABC opuszczonej w wierzchotka C.
Oznaczmy dtugos$c tej wysokosci przez h. Punkt K nie moze pokrywac sie

z wierzchotkiem B, gdyz wtedy tréjkat ABC bytby réwnoramienny, co jest sprzeczne
z zatozeniem.

Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.
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Przypadek 1. (gdy punkt K lezy na boku AB).
Oznaczmy z = |AK|. Wtedy |KB| = ¢ — z (zobacz rysunek).

A

Trojkaty AKC i KBC sa prostokatne, wiec tga =§ oraz tg(2a) = cThz

Stad i ze wzoru na tangens podwojonego kata otrzymujemy:

h
h "7
_ - 2
()
2
1z
2
-0
hZ
- (c—z)=1—Z—2

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw AKC i KBC otrzymujemy:
|AC|? = |AK|? + |KC|? oraz |BC|? = |KB|? + |KC|?
b? = z?> + h? oraz a? = (c — 2)?> + h?
Ze zwigzkéw h? = 3z%2 — 2cz i a? = (c — z)? + h? otrzymujemy
a’? =c?—2cz +z%+3z% — 2cz
a? = 4z% — 4cz + c?
a’? = (2z — ¢)?
a=2z—c luba=c—2z

Poniewaz w rozpatrywanym przypadku |AK| > |KB|,tj. z > ¢ — z, wiec 2z — ¢ > 0, czyli
a=2z—c.
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Rownosé b? = z2 + h? mozemy, wykorzystujgc rownosé h? = 3z2? — 2cz, zapisaé
w postaci

b? = 4z% — 2cz
Stad i zréwnosci a = 2z — ¢ otrzymujemy
b? = 2z(2z — ¢)
b? = 2za
b?2=(a+c)-a
b? =a®+ca
|AC|?> = |BC|? + |AB| - |BC]|

To konczy dowdd w tym przypadku.

Przypadek 2. (gdy punkt K lezy na przedtuzeniu boku AB).
Wtedy punkt B lezy miedzy punktami A i K. Oznaczmy z = |BK|. Wtedy |AK|=c+z
oraz |AKBC| = 180° — 2a (zobacz rysunek).

180° — 2«

Trojkaty AKC i KBC sa prostokatne, wiec tga = th oraz tg(180° — 2a) = g

Poniewaz tg(180° — 2a) = —tg(2a), wiec g = —tg(2a).

Analogicznie jak w poprzednim przypadku stosujemy wzor na tangens podwojonego kata
i otrzymujemy:

_ho 2w
" ()

2 h \*
=)
c+z c+z

2z(c +z) = h? — (c + 2)?

h? = 3z% + 4cz + c?
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow AKC i BKC otrzymujemy:
|AC|? = |AK|? + |KC|? oraz |BC|* = |KB|* + |KC|?
b? = (c + z)* + h? oraz a® = z% + h?
Ze zwigzkow h? = 3z% + 4cz + c? i a? = z% + h? otrzymujemy
a’ =z% +3z% + 4cz + ¢?
a? = (2z + ¢)?
a=2z+c

Rownosé b2 = (c + z)? + h? mozemy, wykorzystujgc rownos¢ h? = 3z2 + 4cz + c?,
zapisa¢ w postaci

b? = 4z% + 6cz + 2¢?
Stad i zréwnosci a = 2z + ¢ otrzymujemy
b? = (42 + 4cz + ¢?) + 2¢cz + ¢?
b? = (2z+ ¢)* + c(2z + ¢)
b? =a?+ ca
|AC|?> = |BC|? + |AB| - |BC]|

To nalezato wykazac.
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Zadanie 9. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VIIL.7) stosuje twierdzenia: Talesa,
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | o dwusiecznej kata [...].
nietypowych.

Zasady oceniania
1 5. 1

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: Pyqr = 12 a? i Pegrg = Eaz.
3 pkt — obliczenie pola tréjkgta AGF: Pycr = 1—12a2

ALBO

— obliczenie pola czworokgta CEFG: Pcgpg = %az.

2 pkt — obliczenie diugoéci jednego z odcinkéw FG, DF, AF, FE, BF:
\/— \/— 2ay2
3

7G| = 22, |pF| = %2, |aF| = %5, |pE| = &

ALBO

— zapisanie, ze trojkaty AGF i FDE majg réwne pola oraz zapisanie zwigzku miedzy
polami tréjkatow AFD | EFG: Pypp = 4 - Pgrg
ALBO

— zapisanie, ze tréjkaty AGF i FDE maja réwne pola oraz zapisanie zwigzku miedzy
polami trojkatow ADF i EDF: Pyrp = 2 - Pgpr ,
ALBO

— zapisanie, ze tréjkaty AFD i BEF majg réwne pola oraz zapisanie zwigzku miedzy
polami tréjkatow ABF i EDF: Pygr = 4 - Pgpr »
ALBO

— zapisanie uktadu réwnan pozwalajgcego obliczy¢ pole tréjkata AGF, np.:

. |BF| =

x+y—%a oraz x +4y = 161 , gdzie x = Pygr = Pppe » ¥ = Pere

ALBO
— obliczenie wspotrzednych punktow E i1 F: E = (%a,a) oraz F = (%a,%a),
ALBO

— narysowanie kwadratu ABCD na siatce kwadratowej 12 x 12 oraz wyznaczenie pol

trojkgtow ABF | ABG: Pygr = % 12m - 8m oraz Pyp; = % 12m - 6m, gdzie
m = ﬁa.
1 pkt — zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze |DF|: |FG|=2:1

ALBO

— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze |AF|:|FE|=2:1,
ALBO

— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze |BF|: |FD|=2:1,
ALBO
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— zapisanie, ze tréjkgt ABF jest podobny do trojkata EDF wskali 2 : 1,
ALBO

— zapisanie, ze tréjkat AFD jest podobny do trojkata EFG wskali 2 : 1,
ALBO

— zapisanie, ze trojkat AFG jest podobny do trojkata AEQ w skali 2 : 3, gdzie Q to
rzut prostokatny punktu E na przekatng AC,

ALBO
— obliczenie diugosci odcinka AG i dowolnej funkcji trygonometrycznej kata EAC, np.
|AG| = aTﬁ oraz cos3EAC = 3{—(1)_0
ALBO
— zapisanie, ze tréjkaty AGF i FDE (lub AFD i BEF) maja réwne pola,
ALBO

— umieszczenie kwadratu ABCD w uktadzie wspotrzednych oraz wyznaczenie rownan
prostych AE i BD,np. y =2x oraz y = —x + a,
ALBO
— narysowanie kwadratu ABCD na siatce kwadratowej 12 x 12.
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajagcy popetnia btad, przyjmujgc, ze punkt F dzieli odcinek AE lub DG, lub BD
w stosunku innym niz 2 : 1, i na tym opiera rozwigzanie, to otrzymuje 0 punktéw za cate
rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy przyjmuje, ze punkt F dzieli odcinek AE lub DG, lub BD w poprawnym
stosunku 2 : 1 bez uzasadnienia, to moze otrzymac¢ co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie (brak uzasadnienia traktujemy na réwni z btedem rachunkowym).

3. Jezeli zdajgcy popetnia btad, przyjmujac, ze miara kata DAE jest rowna 30° (lub miara
kata DEA jestrowna 60°) i na tym opiera swoje rozwigzanie, to otrzymuje 0 punktéw,
o ile nie nabyt praw do innej punktaciji.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob | (poprzez Srodek ciezkosci trojkata)
Punkt F jest srodkiem ciezko$ci trojkata ACD, wiec |DF|: |FG| = 2 : 1, czyli
1
IFG| = 51DG]

Tréjkaty AGF i AGD majg wspolng wysokos¢ AG oraz pole tréjkata AGD jest

, 1, .
rowne =a“, wiec

4
p _ p _ 11 ) 1 )
AGF = 37 Fa6Dp T 3 4a —12a
Zatem
1 1 1 5
Pcere = Pace — Pagr = Z'PABCD _E'PABCD :ga
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Sposob Il (poprzez dtugosci bokow AG 1 FG)

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata ADE i wyznaczamy diugos¢ odcinka AE:
|AE|? = |AD|* + |DE|?

2

1
IAE|? = a? + (Ea>

AE| = 5a
2

Stosujemy twierdzenie o dwusiecznej do trojkgta ADE i wyznaczamy |AF|:

|AF| _|AD|
|FE| ~ |DE|
|AF| _a
|FE| %a
|AF| _,

|AE| — |AF|
|AF|

5 =7
a

2~ l4Fl

|AF| = V5a — 2 - |AF|

N
|AF| = —=

Wyznaczamy diugos¢ odcinka FG:

|FG|? = |AF|? — |AG|?

RGP o <\/§a>2 B <\/7a>2

3 2
FG| = 2a
6
Obliczamy pole Pyqr tréjkata AGF:
1 V2a V2a B a?

1
PAGF—E'lAGl'lFGl—E'T' 6 T 12

Obliczamy pole P, tréjkata ACE:

P —1 |EC| |AD|—1 1 =
ACE =5 =5 Za a=

Obliczamy pole Pggr; czworokgta CEFG:
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a’> a* a?

PCEFG:PACE_PAGF:Z_E: 6

Sposob Il (poprzez pole trojkgta ADF)
Stosujemy twierdzenie o dwusiecznej do tréjkgta ADE i otrzymujemy

|AD| _ |AF|

|DE|  |FE|
|AF|
2=—
|FE|

Wysokos$¢ trojkata FDE poprowadzona z wierzchotka D na bok FE jest jednoczesnie
wysokoscia trojkata ADF, wiec stosunek pdl tych tréjkatow jest rowny

Papr _ |AF|

Prpg  |FE|

Stad i z tego, ze pole tréjkgta ADE jest rowne %az , otrzymujemy

21, 1.,
PADF:§'PADE:§'Za ~ 62
oraz
11, 1,
PFDE:§'PADE:§'Za —12¢
Zatem
Pygr = Papc — P =—az—laz=ia2
AGF = Fape ~ Fapr =7 6 12
oraz
1 1 1
Pcere = Pepc — Prpe = 70° — —a’ = —a’

4 12 6

Sposob IV (poprzez pole tréjkgta DEF)

Tréjkaty ADE i ADG majg wspdélng podstawe AD, a wysokosci tych trojkatéw opuszczone
na bok AD sgréwne. Zatem P,pr = Pspc. Stad pola trojkgtéw AGF i FDE sa réwne:
Pacr = PrpE -

Poniewaz pola trojkgtow ADG i GDC sarowne i Picr = Pppg , Wi€C Papr = Pcgre-
Stosujemy twierdzenie o dwusiecznej do tréjkata ADE i otrzymujemy

|AD| _ |AF|

|DE| ~ |FE|
|AF |
2=—
|FE|

Wysoko$¢ trojkgta FDE poprowadzona z wierzchotka D na bok FE jest jednoczesnie
wysokoscig trojkgta ADF, wiec stosunek pdl tych trojkgtow jest rowny
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Pippr _ |AF|
Prpg  |FE|

Stad i z tego, ze pole trojkgta ADE jest réwne %az , otrzymujemy

2 21 ) 1 )
PADF_§'PADE=§'ZQ —ga
oraz
p _ p _1 1 . 1 )
FDE — ADE = 3 4a 12“
Zatem
P =P = ! 2
AGF = FDE_12a
oraz

1
Pcere = Papr =ga

2

Sposéb V (poprzez odcinek MN)

Oznaczmy przez M i N punkty przeciecia prostej rownolegtej do AD i przechodzacej
przez punkt F z bokami — odpowiednio — AB i CD kwadratu (zobacz rysunek).

D N _E C
F
G
A M B
a

Tréjkaty ABF i EDF sg podobne (cecha kkk), a skala tego podobienstwa jest
|AB|

rowna W = 2. Zatem
IFM| = 2 IFN| = =
=za oraz =3za
Stad
P —1 |AB| IFMI—1 2 = 2
ABF = 5 =3 a 3a— a

Por“ewaz PABG = %PABCD = %az oraz PAGF = PABF - PABG7 WIeC
1 1

Pacr = Papr — Page = =@ ——a? = —a’

AGF ABF ABG 3‘1 4a 12“

Obliczamy pole trojkgta EDF:
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1 11 1 1 5
PEDFZE'lDEI'lFNlZE’Ea'gazﬁa
. . 1 1, .
Poniewaz Pcpg = ZPABCD =za" oraz Pcere = Pcpg — Pepr » Wiec
1 1 1
Pcgre = Pepg — Pepr = w0 — —a* =—a?

4 12 6

Sposoéb VI (poprzez trojkaty AEQ 1 AGF)
Oznaczmy przez P $rodek boku BC, a przez @ — punkt przeciecia przekatnej AC
i odcinka PE (zobacz rysunek).

D E C
F Q
P
G
A a B

Tréjkaty AFG i AEQ sa podobne (cecha kkk), a skala tego podobienstwa jest rowna

1
|AG| 7 IAC] 2
lAQ| 3 3
z [AC|
Zatem
2\? 41 3 1 1
=\ . — — e — .= L - 2
PAGF_<3> Pk ) 2 2 4a\/§ —a
Wobec tego
1 1 1
Pegrg = Pacg — Pagr = —a* ——a* = —a®

4 12 6

Sposob VIl (poprzez pola trojkgtow w trapezie ADEG)
Tréjkaty ADE i ADG majg wspoélng podstawe AD, a wysokosci tych trojkgtow opuszczone
na bok AD sgréwne. Zatem P,pr = Pspc - Stad

Pacr = Pagp — Parp = Pape — Parp = PrpE

Oznaczmy X = PAGF = PFDE oraz y = PEFG .
Tréjkaty AFD i EFG sa podobne (cecha kkk), a skala tego podobienstwa jest
|AD|

rowna m = 2. Zatem
Pypp = 22  Pgpg = 4y

(zobacz rysunek).
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D E C
4Fy
Y/ x
G
A a B

Pola trojkatow DEG i AGD stanowig — odpowiednio — 6smg i czwartg czes¢ pola
kwadratu ABCD. Otrzymujemy zatem uktad réwnan

x+y=%a2 oraz x+4y=%a2

Stad
1
3y = ~a?
1
— 42
Y =23
Zatem
1 1 1 1
2 a2 _ o2 _ 2
Y=g TV T Tt T1¢
Woabec tego
1 2 1 2 1 2
PCEFG:PGCE+PEFG:x+2y:Ea +2'ﬁa =€a

Sposob VIl (w uktadzie wspotrzednych)
Umieszczamy kwadrat ABCD w ukfadzie wspotrzednych tak, ze A = (0,0), B = (a, 0),
C =(a,a) oraz D = (0,a), gdzie a > 0 (zobacz rysunek).

y
L2 E/ C

Witedy G=(0+a0+a)=(1 la oraz E=(1a,a).

2 T2 242 2
Prosta AE ma réownanie postaci y = —x, czyli y = 2x.

Q —

N —
Q

Prosta BD ma réwnanie postaci y = _iax +a,czyli y=—x+a.
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Wyznaczamy wspoirzedne punktu F przeciecia prostych AE i BD, rozwigzujac ukiad
rownan y = 2x i y = —x + a. Stad

2x = —x+a
1
X =—=a
3
wigc y=%a oraz F = (%a%a).
Obliczamy pola trojkgtow AGF i ACE:
1 11 2 1 1 1,
Por =3°[z0- 507293 = 77°
oraz
P —1 | 1 |_1 2
ACE = 5 a-a—a 2a —4a
Zatem
1 1 1
Pegrg = Pacg — Pagr = 70> ——=a* =—a®

4 12 6

Sposéb IX (poprzez punkty kratowe)
Kwadrat ABCD umieszczamy na sieci ztozonej z przystajgcych kwadratéw o boku

m= %a (jak na rysunku).

D K FE I8
F
a
(¢
m
A L a B
Witedy
1
Pupr = 5> 12m - 8m = 48m?
oraz
1
PABG :E‘lzm'6m:36m2
Zatem
Pacr = Pasr — Pago = 122 =12 (a) = =02
AGF = Fapr ABG = lam” = 12“ —12(1
oraz

1 1 , 1\ 1,
PCEFG=PCDG_PDFE=§'12m‘6m_§'6m'4‘m=24‘m =24'<Ea) =ga
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Zadanie 10. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach

nietypowych.

Zdajacy:

VII.R6) rozwigzuje réwnania
trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadzie

4 cos2xcos5x = 2cos7x + 1.

Zasady oceniania

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik:

m w 50 7m 5w 11w

6'4"6 '6 ' 4’ 6

4 pkt — zapisanie alternatywy réwnan sin(2x) — 1 =0 lub 2cos(2x) —1 =0 oraz
rozwigzanie jednego z réwnan tej alternatywy w zbiorze [0, 27] (lub obydwu

w zbiorze R), np.
s

m 7m 5w 1lmw

6'6 ' 6" 6
T

£+ km lub —%
w zbiorze R)
ALBO

— zapisanie alternatywy trzech rownanh

I %T (rozwigzania rownania sin(2x) — 1 = 0 w zbiorze [0, 27]),
(rozwigzania rownania 2cos(2x) —1 = 0 w zbiorze [0, 27]),
7zt km, gdzie k € Z (rozwigzania rownania sin(2x) —1 = 0 w zbiorze R) oraz

gt km, gdzie k € Z (rozwigzania rownania 2cos(2x) —1 =10

sin(2x) 1= 0 lub sinx =2 lub sinx = —5

2

oraz rozwigzanie jednego z réwnan tej alternatywy w zbiorze [0, 27] (lub co
najmniej dwéch z tych rownan w zbiorze R),

ALBO
— zapisanie alternatywy trzech rownan

sin(2x) —1 =10 lub cosx=£ lub cosx = ——-

2

V3
2

oraz rozwigzanie jednego z rownan tej alternatywy w zbiorze [0, 2] (lub co
najmniej dwdch z tych rownan w zbiorze R).

3 pkt — przeksztatcenie réwnowazne réwnania sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3 do postaci
alternatywy dwoch réwnan trygonometrycznych, np.:
sin(2x) =1 =0 lub 2cos(2x) —1 =0,

sin(2x) —1 =0 lub 1 —4sin?x = 0,
sin(2x) —1 =0 lub 4cos?x—3 =0

ALBO

— przeksztatcenie réwnowazne réwnania sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3 do postaci

[sin(2x) — 1] - [2cos(2x) —1] =0 lub
[sin(2x) — 1] - (1 — 4sin?x) = 0, lub
(4 cos?x — 3) - [sin(2x) — 1] = 0.
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2 pkt — przeksztatcenie rownania do postaci
sin(2x) - [2 cos(2x) — 1] = 2cos(2x) — 1 lub
sin(2x) - (4 cos?x —3) = 4 cos?x — 3, lub
sin(2x) - (1 —4sin®?x) = 1 — 4sin? x, lub
2sinx - cosx - [2cos(2x) — 1] = 2cos(2x) — 1, lub
2sinx - cosx - (4cos?x —3) = 4cos?x — 3, lub
2sinx-cosx - (1—4sin?x) =1 —4sin?x, lub
2-(4cos®>x —3cosx) -sinx = 4 cos? x — 3.
1 pkt — zastosowanie wzoru na sinus podwojonego kata lub cosinus podwojonego kata, lub
réznice sinusow i zapisanie rownania w postaci
2 - sin(2x) - cos(2x) — sin(2x) = 4cos?x — 3 lub
sin(4x) — sin(2x) = 2 cos(2x) — 1, lub
2 cos(3x) - sinx = 4 cos? x — 3.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy przed uzyskaniem trygonometrycznych réwnan elementarnych popetni
jedynie btedy rachunkowe i otrzyma réwnania elementarne, z ktérych co najmniej jedno
ma dwie serie rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych, to moze otrzymac co najwyzej
4 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy popetnia btedy inne niz rachunkowe i uzyska btedng alternatywe (albo
btedng postac¢ iloczynowa), ale jednym z réwnan tej alternatywy jest: sin(2x) — 1 = 0,
2cos(2x) —1=0,4cos?x —3 =0, 1—4sin?x = 0, i to réwnanie rozwigze
w przedziale [0, 2], to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajacy dzieli obie strony réwnania przez wyrazenie a(x), zawierajgce
niewiadomg x i nie rozwaza przypadku a(x) = 0, ale konsekwentnie rozwigze
otrzymane réwnanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy popetnia jednokrotnie btgd polegajgcy na niepoprawnym zastosowaniu
wzordw trygonometrycznych i konsekwentnie rozwigze zadanie do konhca, to moze
otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Stosujemy wzory na sinus i cosinus podwojonego kata i przeksztatcamy rownanie
sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3 réwnowaznie, otrzymujgc:

sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3
sin(2 - 2x) —sin(2x) = 2 - (2cos?x — 1) — 1
2 - sin(2x) - cos(2x) — sin(2x) = 2 - (2cos?x — 1) — 1
2 - sin(2x) - cos(2x) — sin(2x) = 2cos(2x) — 1
sin(2x) - [2 cos(2x) — 1] = 2cos(2x) — 1
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[sin(2x) — 1] - [2cos(2x) — 1] =0
sin(2x)—1=0 Vv 2cos(2x)—1=0

1
sin(2x) =1 VvV cos(2x) = 3

Rozwigzujemy réwnanie sin(2x) = 1 w zbiorze liczb rzeczywistych:

sin(2x) =1
T
2x = E+ 2k
T
X = Z+kn

gdzie k € Z.

Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania sin(2x) = 1 w zbiorze [0, 27]: % , %Tn :

Rozwigzujemy réwnanie cos(2x) = % w zbiorze liczb rzeczywistych:

1
cos(2x) = 5

T T
2x=§+2kn Vv 2x=—§+2kn

=Zikn v ox=—Z+k
x—6 T X = 6 TT

gdzie k € Z.
. . L . 1 . m 5t 7m 1lm
Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania cos(2x) = 5 w zbiorze [0, 2x]: 26 '€ ¢ -
Zatem rozwigzaniami réwnania sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3 w zbiorze [0,27] sg
nm m 5t 7m 5m 1lm

by 5166 76

Sposob Il
Stosujemy wzory na sinus i cosinus podwojonego kata i przeksztatcamy rownanie
sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3 réwnowaznie, otrzymujgc:

sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3
sin(2 - 2x) — sin(2x) = 4 cos?x — 3
2 - sin(2x) - cos(2x) —sin(2x) =4 - (1 —sin?x) — 3
2 -sin(2x) - (1 — 2sin?x) —sin(2x) = 1 — 4sin? x
sin(2x) - (1 — 4sin?x) = 1 — 4sin®x
[sin(2x) — 1] - (1 — 4sin?x) = 0
sin(2x)—1=0 Vv 1—4sin?x=0
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1 1
sin(2x) =1 Vv Sinx:z \% sinx:-5

Rozwigzujemy réwnanie sin(2x) = 1 w zbiorze liczb rzeczywistych:

sin(2x) =1
T
2x = E+ 2km
T
X = Z+kn

gdzie k € Z.

Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania sin(2x) = 1 w zbiorze [0, 2m]: % : %T :

Rozwigzujemy réwnanie sinx = 5 W zbiorze liczb rzeczywistych:

sinx ==
2

T 5n
x=—+4+2km V x=?+2kn

6

gdzie k € Z.

. . L L 1 . . m 5w
Stad otrzymujemy rozwigzania rownania sinx = 5 W zbiorze [0, 27]: AN
Rozwigzujemy réwnanie sinx = —% w zbiorze liczb rzeczywistych:

sinx = —3
Tk v ox=—T ok
x = G T x = G s

gdzie k € Z.

. . L, L 1 . 11t 7n
Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania sinx = —5 W zbiorze [0, 2m]: % 6"

Zatem rozwigzaniami réwnania sin(4x) — sin(2x) = 4cos?x — 3 w zbiorze [0,27] sg
liczby: T T 5 7m 5w 1lm
iczby: 2.7, 74 g
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Zadanie 11. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy IX.3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktow
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach | w uktadzie wspétrzednych;
nietypowych. IX.5) oblicza odlegtos$¢ punktu od proste;.
IX.R1) postuguje sie réwnaniem proste;j
w postaci ogdlnej na ptaszczyznie [...].

Zasady oceniania
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: S = (6,7) oraz S = (—4,—3).
4 pkt — obliczenie obydwu wartosci xs: 6 oraz (—4)
ALBO
— obliczenie obydwu wspoéitrzednych punktu S tylko dla jednego przypadku: S = (6,7)
albo § = (—4,-3).
3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (wspoétrzedng punktu S), np.

(xs — 12 + (x5 + 1 —2)% = 50, 2xs — s+ DI 5,
J2%+ (-1)?
(xs — (=5))* + (xs + 1 = (=1))* = 5,
(xs — (=2))* + (xs + 1 = (=4))* = 5,
(xg —4)? + (xs +1—8)% =5,
(x¢—7)?>+ (xs + 1 —5)% =5.
2 pkt — obliczenie dtugosci m odcinka AB (lub AC) stycznej: 3V5
ALBO
— obliczenie diugosci odcinka AS: |AS| = 5V2.
1 pkt — zapisanie wspoétrzednych punktu S w zaleznosci od jednej zmiennej, np.
S=0,x+1)
ALBO
— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (dtugoscia m odcinka AB stycznej), np.
15=2-12-m-V5,
ALBO
— zapisanie uktad trzech rownanh:
|z|2 =m? +m? —2m-m - cosa oraz
1z|2 = (V5)? + (V5)? — 2v/5 - V/5 - cos(180° — a) oraz
15 = % -m?-sina + % (\/g)z - sin(180° — a),
gdzie z = |BC|, m = |AB|, a = |4BAC]|.
0 pkt — rozwigzanie, w ktdrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Uwagi:
1. Jezeli zdajacy pomija wspotczynnik % we wzorze na pole trojkata lub deltoidu, to bfad ten
traktujemy jako btgd rachunkowy.

2. Jezeli zdajacy rozwigze zadanie do konca, ale otrzyma wiecej niz dwa punkty S, to moze
otrzymac¢ co najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Promienie BS oraz CS okregu poprowadzone do punktow stycznosci sg prostopadte do
stycznych — odpowiednio — AB i AC, wiec trojkaty ABS oraz ACS sg prostokatne.
Ponadto odcinki AB oraz AC majag rowne dtugosci, wiec trojkaty te sg przystajgce (na
podstawie cechy bbb przystawania trojkgtéw). Oznaczmy m = |AB| = |AC| (zobacz
rysunek).

.

1 x

Pole P,psc czworokata ABSC jest sumg pdl tréjkatow przystajagcych ABS oraz ACS, wiec

Pupsc = Paps + Pacs
1
15=25- m -5

m = 3V5

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata ABS otrzymujemy

|AS|2 = |AB|? + |BS|2 = (3V5)" + (V5) =50

Niech xg bedzie pierwszg wspoétrzedng punktu S. Punkt S lezy na prostej o rownaniu
y=x+1,wiec S = (x5,x5+ 1).
Wtedy

(xs — D2 + (xg+1—2)2 =50
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Stad dalej otrzymujemy
(xs —1)2 =25
|lx¢ — 1| =5
Xs=6 V x3=-4

Zatem S =(6,7) lub S = (—4,-3).

Sposdb |l

Niech xs bedzie pierwszag wspotrzedng punktu S. Punkt S lezy na prostej o rownaniu
y=x+1,wiec S = (x5,x5+ 1).

Promienie BS oraz CS okregu poprowadzone do punktow stycznosci sg prostopadte do
stycznych — odpowiednio — AB i AC, wiec trojkaty ABS oraz ACS sg prostokatne.
Ponadto odcinki AB oraz AC majg rowne dtugosci, wiec trojkaty te sg przystajagce (na
podstawie cechy bbb przystawania trojkgtow). Oznaczmy m = |AB| = |AC| (zobacz
rysunek).

.

1 x

Pole P,psc czworokata ABSC jest sumag pol tréjkatow przystajgcych ABS oraz ACS, wiec

Pupsc = Paps + Pacs

15=2 m-V5

5
m = 3V5

Zauwazmy, ze punkt A lezy na prostej o rownaniu y = x + 1. Kazda prosta przechodzgca
przez punkt A = (1, 2), poza prostg réwnolegtg do osi Oy, ma rownanie postaci

y = a(x — 1) + 2. Tangens kata, jaki tworzy kazda ze stycznych AB oraz AC z prostg

o rownaniu y = x + 1, jest réwny
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. V5§ V5 1
a = —-— " -
s 3vs 3
Stad i ze wzoru na tangens kata miedzy prostymi otrzymujemy
1 to o = ’a -1
TR P
a+1=3(a—-1) vV a+1=-3(a—-1)
=2 V 1
a= a= >

Zatem styczne AB oraz AC majg rownania postaci y = 2(x — 1) + 2 oraz
y=%(x—1)+2,czyli 2x—y =0 oraz x —2y +3 =0.
Odlegtos¢ punktu S od kazdej ze stycznych AB i AC jest réwna /5. Zatem
2xs — (xg +1
| S ( S )l — \/g
V22 4+ (—1)?

IXS—1|=5

xS:6 \Y x5=—4-

Istniejg dwa punkty spetniajgce warunki zadania: S = (6,7) oraz S = (—4,-3).
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Zadanie 12. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymagania ogélne Wymagania szczegétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. I11.R3) stosuje wzory Viéte’a dla réwnan
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowych;
matematycznych przy rozwigzywaniu [11.R5) analizuje réwnania i nieréwnosci
problemow praktycznych i teoretycznych. liniowe z parametrami oraz rownania
3. Tworzenie pomocniczych obiektow i nierownos$ci kwadratowe z parametrami,
matematycznych na podstawie istniejgcych, | w szczegdlnosci wyznacza liczbe rozwigzan
w celu przeprowadzenia argumentacji lub w zaleznosci od parametréw, podaje
rozwigzania problemu. warunki, przy ktérych rozwigzania majg
zgdang wtasnosc, i wyznacza rozwigzania
w zaleznosci od parametréw.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapdow.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A> 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréownosci A> 0: m € (—o0,—3) U (1, + ).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A= 0, to za te cze$¢ rozwigzania otrzymuje O punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych warto$ci parametru m, dla ktorych jest spetniony
warunek x5 +x3 +3 - x; - x5 - (x; + x, — 3) < 3m — 7. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

4 pkt — rozwigzanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi

3+ x3+3-x % (x;+x,—-3)<3m—-7. me€ (—oo,%].
3 pkt — zapisanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m roéwnowaznej warunkowi

x4+ x3+3x;-x, (%3 +x,—3) <3m—7 wpostaci W(m) < 0, gdzie W (m)
jest iloczynem co najmniej dwoch wielomiandw stopni dodatnich, np.

2
(3m—1)(3m+1)? <0, (9m? - 1)(3m+1) <0, 27 (m - %) (m + %) <0
ALBO
— zapisanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi

x3+x34+3-x; x5 (x; +x, —3) < 3m—7 wpostaci
27m3 + 9m? — 3m — 1 < 0 oraz wyznaczenie jednego z pierwiastkéw wielomianu
27m3 +9m? — 3m — 1.

2 pkt — zapisanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi
x4+ x34+3 %%, (6, +x,—3)<3m—7, np.
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Bm+1)3-9-2m?+m+1)<3m-7.

1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci x3 + x5 +3-x; - x, - (x; +x, —3) <3m—7 do
postaci pozwalajgcej na bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a, np.
(x1 + %)% — 9x,x, <3m — 7.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg

jednoczesnie dwa warunki: A >0 i x3 +x3 +3-x;-x,-(x; +x,—3) <3m—7:

m € (—oo,—3).

Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg
jednoczesnie warunki A >0 i x3 +x3+3-x-x, - (x;+x,—3)<3m—7:
m € (—oo, —3).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajgcy w etapie | lub Il popetni btad, ktéry nie jest bledem rachunkowym, to za Ill
etap otrzymuje 0 punktéw.
2. Jezeli zdajgcy w etapach | i Il nie popetni btedéw innych niz rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan, ktore nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb rzeczywistych,
a nastepnie poprawnie wyznaczy czes$¢ wspolng zbioréw rozwigzan z etapéw | i Il, to za
[l etap moze otrzymac 1 punkt.
3. Jezeli zdajgcy w |l etapie rozwigzania popetni btad — przyjmie, ze
X, +x, =4+C2m?+m+1) lub x; - x, =+@Bm+1),lub x; +x, = i%,toza
Il etap moze otrzymac co najwyzej 2 punkty (1 punkt za przeksztatcenie nierébwnosci
x3+x34+3-x; x5 (x; +x, —3) < 3m —7 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie
zastosowanie wzoréw Viéte’'a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nierdwnosci do
konca), a za lll etap otrzymuje O punktow.
4. Jezeli zdajgcy w |l etapie rozwigzania popetni btad, ktory nie jest rachunkowy, np.:
e pominie istotne nawiasy przy przeksztatcaniu nierownosci
x3+x3+3-x; %, (x; +x, —3) <3m—7 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’'a,
e przyjmie, ze
x3 + x5 = (g + x2) [0 + x2)% — X1 - %3],
e przyjmie, ze
x5+ x5 = (g +x,)3,
i konsekwentnie do popetnionego btedu doprowadzi rozwigzanie Il etapu zadania do
konca, to moze uzyskaé co najwyzej 2 punkty za Il etap (1 punkt za zastosowanie
wzorow Viéte’a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nieréwnosci do konca),
a za lll etap otrzymuje 0 punktow.
5. Jezeli w Il etapie rozwigzania zdajgcy popetni btedy i otrzyma nieréwnos¢ V(m) < 0, to
za podanie zbioru rozwigzan nieréwno$ci otrzymuje 1 punkt tylko wtedy, gdy wielomian V
jest stopnia trzeciego i ma co najmniej dwa rozne pierwiastki rzeczywiste.

CENTRALNA Strona 49 z 53
KOMISJA

EGZAMINACYJNA


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

6. Jezeli zdajgcy wprowadza dodatkowe zatozenie, ktore nie wynika z warunkow zadania
(np. x4 + x5, >0, x; - x, > 0), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej
5 punktéw (co najwyzej 1 punkt za | etap i co najwyzej 4 punkty za Il etap).

Przyktadowe pelne rozwigzanie

| etap

Trojmian kwadratowy x2 — (3m + 1)x + 2m? + m + 1 ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy wyréznik tego tréjmianu jest dodatni. Rozwigzujemy
warunek A> 0:

[-BGm+1D]?—4-1-2m?>+m+1)>0
m?>+2m—-3>0
(m—1)-(m+3)>0
m € (—o,—3) U (1, +x)
Il etap

Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych jest spetniony warunek
x3 4+ x34+3x; x5 (x; +x, —3) < 3m — 7, korzystajgc ze wzoréw Viéte'a:

X 4+x3+3x % (x;+x,—-3)<3m—-7
(x; + %)% —9x;x, <3m—7
Bm+1)32-9-C2m?*+m+1)<3m-7
27m3 +9m? —-3m—-1<0
(Bm)3—-134+9m?-3m <0
Bm—-1)9m?+3m+1)+3mBm—-1)<0
Bm-1)Om?+6m+1)<0
Bm-1)Bm+1)%?<0

€ 1]
_w —
m € ( '3

Il etap
Wyznaczamy wszystkie warto$ci parametru m, ktére jednoczesnie spetniajg warunki

m € (—o0,—3) U (1, +) oraz m € (—00,%]: m € (—o0,—3).
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Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zdajacy:
X.4) oblicza objetosci i pola powierzchni
graniastostupéw [...].

Zasady oceniania

2 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
1 pkt — wyznaczenie wysokosci H graniastostupa w zaleznoséci od dtugosci krawedzi

13824
dst . H=——.
podstawy, np e

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy rozwaza inng bryte niz graniastostup prawidtowy tréjkatny, to otrzymuje

0 punktoéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy przeprowadzi rozumowanie tylko dla a = 83, to otrzymuje O punktéw za

cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Rozpatrzmy dowolny z rozwazanych graniastostupow. Oznaczmy jego wysokosé¢ przez H.
Korzystamy ze wzoru na objetos¢ graniastostupa oraz wzoru na pole trojkata

réwnobocznego i otrzymujemy:

243
3456 = “H
4
46083
H=—7—
a

Stad oraz ze wzoru na pole powierzchni catkowitej graniastostupa dostajemy

a®\J3
Pp=2. + 3aH
a?V/3 46083
P= +3q - ———
2 a?
a3 138243
P(a) = +

2
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Zadanie 13.2. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XIII.R3) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
nietypowych. pochodng, korzystajgc z twierdzen
0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu
i ilorazu;

XIII.R4) stosuje pochodng do badania
monotonicznosci funkcij;

XIII.R5) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
z zastosowaniem pochodnej.

Zasady oceniania
4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja P przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla a = 83
i obliczenie wartosci najmniejszej funkcji P: 96+/3 + 1728.
3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P przyjmuje
wartos¢ najmniejszg dla a = 8v/3
ALBO
— zapisanie, ze dla a = 8V3 funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg i obliczenie

P(8V3): P(8V3) =96V3 + 1728.
2 pkt — poprawne rozwigzanie réwnania av/3 — %@ =0: a = 24.

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji P: P'(a) = av3 — %24‘/?

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy wyznaczy pochodng funkcji P z btedem, ale wyznaczona pochodna ma

posta¢ Aa + % , gdzie A oraz B sg liczbami niewymiernymi, lub posta¢ utamka,

w ktérego liczniku jest wielomian stopnia trzeciego, a w mianowniku ma?,
i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymacé co najwyzej 3 punkty za
cate rozwigzanie (za miejsce zerowe pochodnej, za uzasadnienie istnienia najmniejszej
wartosci funkcji oraz za obliczenie najmniejszej wartosci funkcji P).
Jezeli natomiast otrzyma inng btedng posta¢ pochodnej, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty za cate rozwigzanie (za miejsce zerowe pochodnej oraz za uzasadnienie
istnienia najmniejszej wartosci funkcji P).

2. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujgc wykres
funkcji, ktéra w ten sam sposdb jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku, np.
znakami ,+” i ,-” znak pochodne;j.
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3. Jezeli zdajacy otrzyma miejsce zerowe pochodnej, ktére nalezy do przedziatu (0, 8\/§), to
moze otrzymacé co najwyzej 1 punkt (za wyznaczenie pochodnej albo za obliczenie
miejsca zerowego pochodnej).

4. Za poprawne uzasadnienie, ze funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla a = 83
mozna uznaé sytuacje, gdy zdajgcy bada znak pochodnej oraz zapisuje stownie lub
graficznie, ze funkcja P jest malejgca w przedziale (0, a,), gdzie a, jest miejscem
zerowym pochodnej funkcji f, bedacej rozszerzeniem funkcji P na zbiér (0, +0).

5. Jezeli zdajgcy btednie uzasadnia, ze dla a = 8v/3 funkcja P osigga warto$é
najmniejsza, to nie otrzymuje punktu za obliczenie P(8v3).

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Obliczamy najmniejszg wartos¢ funkcji P okreslonej wzorem P(a) =
a € (0,8V3].

Wyznaczamy pochodng funkcji P: P'(a) = av/3 — % da a € (0,8V3].

2
a2J§+ 1382443 q

a

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P:
P'(a)=0

13824+/3
av3 - T

a’V3 —13824V3 =0
a3 = 13824 = 243
a=24¢(0,8V3]
Badamy znak pochodnej:
P'(a) <0
13824\/_
av3 - =223
a?
a®V3 — 138243 <0
a® < 13824
a<?24
wigc P'(a) <0 dia a € (0,8V3].
Zatem funkcja P jest malejaca w przedziale (0,8v3 ].
Stad dla a = 8v/3 funkcja P osigga warto$é najmniejsza réwng

2
p(8V3) = a22J§+ 138‘214\/§ _ (843) -J?Jr 13824Y3

= 96v/3 + 1728.
2 8V3 v3+
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