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Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony. Test diagnostyczny — grudzien 2024 r.

Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktore na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac¢ co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania okreslone w podstawie programowej!
Wymaganie ogolne Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. Zdajacy:
1. Interpretowanie i operowanie V.14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg
informacjami przedstawionymi w tekscie, i logarytmiczng [...] do opisu i interpretacji
zarowno matematycznym, jak zagadnien zwigzanych z zastosowaniami
i popularnonaukowym [...]. praktycznymi.

Zasady oceniania
2 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 6 (milikulombéw).
1 pkt — obliczenie Q : %

ALBO

W =

— obliczenie f:
ALBO

— zapisanie zwigzku [Q(5)]? = Q(4) - Q(6).
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Z warunkéw Q(4) = 2 oraz Q(6) = 18 otrzymujemy zwigzki 2 = Q, - f~* oraz
18 = Q, - B¢ . Stad

1_Q0‘3_4
18 Q- B~°
_:32
1
5=§

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacii z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogélnego dla liceum ogélnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. z 2024 r. poz. 1019).
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Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

-4

Zatem 2 = Q- (%) ,wiec Qg =
Obliczamy Q(5):

I

Sposob Il
Zauwazamy, ze cigg wartosci funkcji Q dla kolejnych liczb naturalnych, tj. Q(1), Q(2),
Q(3), ..., jest geometryczny, ma wszystkie wyrazy dodatnie, pierwszy wyraz réowny Q, oraz

iloraz %
Z wtasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy
[Q(5)]* = Q(4) - Q(6)
[(5)]* =218
Q(5) =6

W chwili t = 5 s w kondensatorze byt zgromadzony fadunek 6 milikulombodw.
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Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony. Test diagnostyczny — grudzien 2024 r.

Zadanie 2. (0-2)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.11) przeprowadza dowody
kilkuetapowych, podawanie argumentéw geometryczne.
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
2 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
1 pkt — uzasadnienie, ze |CD| = |CE|
ALBO
— uzasadnienie, ze |AD| = |BE|.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykltadowe petne rozwigzania

Sposoéb |

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

D — punkt stycznosci okregu O do boku AC tréjkata,
E — punkt stycznosci okregu O do boku BC trojkata,
S — srodek okregu O (zobacz rysunek).

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze |CD| = |CE]|.

Poniewaz |MS| = |NS|, wiec trojkat MNS jest rownoramienny i |ASMN| = |ASNM|.
Zatem |4SMA| = |3SNB|.

Jezeli |AM| = |NB|, to wowczas trojkaty AMS i BNS beda przystajace (na podstawie
cechy bkb przystawania trojkgtow), czyli |AS| = |BS|. Z réownosci |AS| = |BS| oraz
|DS| = |ES|, po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa, otrzymamy |AD| = |BE|. Stad

|AC| = |AD| + |DC| = |CE| + |EB| = |BC]|

To nalezato wykazac.
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Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl
Zasady oceniania rozwigzan zadan
Sposob |l

Oznaczmy przez D punkt stycznosci okregu O do boku AC tréjkata. Niech E bedzie
punktem stycznosci okregu O do boku BC tréjkata (zobacz rysunek).

C

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze |CD| = |CE]|.
Jezeli |AM| = |NB], to z twierdzenia o odcinkach siecznej i stycznej otrzymujemy

|AD|? = |AM| - |AN| = |AM| - (IAM| + IMN|) = |AM| - (IBN| + [MN|) = |AM| - |BM|
oraz
|BE|? = |BN| - |BM| = |AM| - |BM|

Zatem |AD| = |BE| idlatego |AC| = |AD|+ |DC| = |BE| + |CE| = |BC]|.
To nalezato wykazac.
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Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony. Test diagnostyczny — grudzien 2024 r.

Zadanie 3. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy X.5) oblicza objetosci i pola powierzchni [...]
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | walca [...].
nietypowych.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 18m+/2.

2 pkt — obliczenie promienia walca i wysokosci walca: 7 =6 i h = 3v/2.

1 pkt — zapisanie dwoch réwnan: 2r - h = 12v/3 i 2nr? + 2nrh = 12n(\/§ + 1).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech r bedzie promieniem podstawy walca, natomiast h — wysokoscig walca.

Z warunkéw zadania otrzymujemy 2r - h = 123 oraz 2nr? + 2nrh = 12n(V/3 + 1).

Z pierwszego z tych réownan wyznaczamy h = 67\5 i podstawiamy w miejsce h do

drugiego z réwnan, otrzymujgc
6V3
2mr? + 2mr - —= 12r(vV3 + 1)

2mr? +12V3m = 12 (V3 + 1)

r’==6

Zatem r = /6 oraz h=6—g=3ﬁ.

Obliczamy objeto$¢ V' walca:

V=nrlth=m-6-3V2 = 181V2
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Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 4. (0-3)

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze I.R) stosuje wzor na zamiane podstawy
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw logarytmu.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
1 1
log,35+1 + log, 140 — log, 2 + log:7 +1log-2 + 1

postaci log,o 2 + log,, 7 + log 5.

2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia do

N 1 + 1
log,35+1 " log;140 —log,;2 * logg 7 +logs2 + 1
1 1 + 1
log,70 " log,70 * logg 70"
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

do

1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia

postaci +

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Stosujemy definicje logarytmu oraz wzory na sume logarytmow oraz na réznice logarytmow
i otrzymujemy
1 1 1
+ + =
log,35+1 log,140 —log,2 logs7 +logs2+1

1 1 1
= + +
log, 35+ log, 2 log,70 logs 7 + logs 2 + logs 5

1 N 1 N 1
"~ log, 70 log, 70 ' logs 70

Stad, po zastosowaniu wzoru na zamiane podstawy logarytmu oraz na logarytm sumy,
dostajemy
1 4 1 N 1
log, 70  log, 70 logs 70

= 10g70 2 + 10g70 7 + 10g70 5 = 10g70 70=1

Zatem

1 1 1
+ + =1
log, 35+ 1 log,140 —log,2 logs7 +logs2+1

To nalezato wykazac.
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Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony. Test diagnostyczny — grudzien 2024 r.

Zadanie 5. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XII.R1) [...] stosuje wzér Bayesa, stosuje
2. Dobieranie i tworzenie modeli twierdzenie o prawdopodobienhstwie
matematycznych przy rozwigzywaniu catkowitym.
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 0,49.
0,35-0,7
0,7-0,35+0,4-0,65"°
1 pkt — zapisanie prawdopodobienstw: P(B;) = 0,35 i P(A|B;) = 0,7 oraz
P(B,) = 0,65, oraz P(A|B,) = 0,4.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

2 pkt — zastosowanie twierdzenia Bayesa i zapisanie P(B,|A) =

Przyktadowe petne rozwigzanie

Zbior zdarzen elementarnych ) to zbiér os6b w badanej spotecznosci.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia zdarzen:

A — losowo wybrana osoba dobrze wtada jezykiem niemieckim,

B, — losowo wybrana osoba ma wyzsze wyksztatcenie,

B, — losowo wybrana osoba nie ma wyzszego wyksztatcenia.

Zgodnie z warunkami zadania B UB, =Q, ByNB, =@ oraz

P(B,) = 0,35
P(B,) = 0,65
P(A) >0

Niech B;|A oznacza zdarzenie: losowo wybrana osoba ma wyzsze wyksztatcenie, pod
warunkiem, ze dobrze wiada jezykiem niemieckim.
Z warunkow zadania

P(A|By) =0,7
P(A|B;) = 04
Obliczamy P(B,|A), korzystajgc z twierdzenia Bayesa:

P(By) - P(A|By) B 0,35-0,7 _
P(A|B,) - P(By) + P(4|B,) - P(B,) 0,7-0,35+0,4-0,65

P(B,|4) =

= 0,(4851) ~ 0,49
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 6. (0-4)

Wymaganie ogdine Wymaganie szczegoétowe
IIl. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [11.R4) rozwigzuje réwnania [...] z wartoscig
1. Stosowanie obiektow matematycznych bezwzgledna.
i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Zasady oceniania

14

? .

3 pkt — rozwigzanie rownania w dwdch sposrdd rozwazanych przedziatéw/przypadkow (o ile
zdajgcy rozpatruje rownanie w przedziatach/przypadkach, ktorych suma jest rowna
R/wyczerpujgcych zbiér R)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: % oraz

ALBO

— rozwigzanie réwnania 4x — 8 = |x + 2| + 4 (dla sposobu II),
ALBO

— rozwigzanie réwnania 4x — 8 = —|x + 2| — 4 (dla sposobu ).

2 pkt — zastosowanie definicji wartosci bezwzglednej lub wlasnos$ci wartosci bezwzglednej
i zapisanie danego réwnania odpowiednio w trzech przedziatach: (—oo, —2), [—2,2),
[2, +0), lub w czterech przypadkach: x +2 <0 i x—2<0, x+2<0
ix—220x+220ix—-2<0,x+2=20ix—-2=20
ALBO
— zapisanie réwnania w postaci rbwnowaznej alternatywy dwoch rownan:
4x —8=|x+2|+4 lub 4x — 8 = —|x + 2| — 4 (dla sposobu ).
1 pkt — przeksztatcenie danego réwnania do postaci 4 - |x — 2| = |x + 2| + 4
ALBO
— przeksztatcenie danego rownania do postaci |4x — 8| = |x + 2| + 4,
ALBO
— zapisanie przedziatow: (—oo, —2), [—2,2), [2,+0), oraz zapisanie danego
réwnania w jednym z tych przedziatow bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej
ALBO
— zapisanie jednego z przedziatow: (—o, —2), [—2,2), [2, +), oraz rozwigzanie
danego réwnania w tym przedziale.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposoéb |

Poniewaz |4x — 8| =4 -|x — 2| oraz |2 — x| = |x — 2| dlakazdego x € R, wiec
rownanie |4x — 8| + |x — 2| = |2 — x| + |x + 2| + 4 mozna przeksztatci¢ rdwnowaznie do
postaci

4-x—2|=|x+2|+4

Rozwazamy trzy przypadki.
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony. Test diagnostyczny — grudzien 2024 r.

Przypadek 1. (gdy x € (—o0,—2))

W tym przypadku rownanie ma posta¢ —4x + 8 = —x — 2 + 4, czyli x = 2.
Poniewaz 2 & (—oo0,—2), wiec liczba 2 nie jest rozwigzaniem réwnania.
Przypadek 2. (gdy x € [—2,2))

W tym przypadku réwnanie ma posta¢é —4x +8 =x + 2 + 4, czyli x =

ull DN

Poniewaz %E [—2,2), wiec liczba % jest rozwigzaniem roéwnania.

Przypadek 3. (gdy x € [2, +0))
W tym przypadku rownanie ma posta¢ 4x —8 =x + 2 + 4, czyli x = 13—4 :

Poniewaz % € [2, +0), wiec liczba 13—4 jest rozwigzaniem réwnania.

. . _— , . . 2 14
Ostatecznie rozwigzaniami danego rownania sg liczby £ oraz = .

Sposob Il
Poniewaz |2 — x| = |x — 2| dla kazdego x € R, wiec réwnanie
|[4x — 8| + |[x — 2| = |2 — x| + |x + 2] + 4 mozna przeksztatci¢ rownowaznie do postaci

|4x — 8] = |x + 2| + 4

Poniewaz wyrazenie |x + 2| + 4 jest dodatnie dla kazdego x € R, wiec rownanie
|[4x — 8| = |x + 2| + 4 mozna zapisaé rownowaznie jako alternatywe rownan:

4x —8=|x+2|+4 V 4x-—-8=—|x+2|—-4

Stad
lx+2|=4x—-12 V |x+2|=4—4x

Rozwigzujemy rownanie |x + 2| = 4x — 12:

4x—12>0 A (x+2=4x—12 V x+2=—4x+12)

14
x=3 A (X = ? V x= 2)
. . 14 . . . : . .

Poniewaz = € [3,4) i 2 & [3,+0), wiec rozwigzaniem rownania
|x + 2| = 4x — 12 jest liczba % :
Rozwigzujemy réwnanie |x + 2| = 4 — 4x:

4—4x>0 AN (x+2=4—-4x V x+2=—-4+4x)

2
x<1 A (x:§ Vv x:2>
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Poniewaz %E (—,1] i 2 & (—oo,1], wiec rozwigzaniem réwnania

|x + 2| = 4 — 4x jest liczba %

Rozwigzaniami rownania |4x — 8| + |x — 2| = |2 — x| + |x + 2| + 4 s3g liczby % oraz -
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony. Test diagnostyczny — grudzien 2024 r.

Zadanie 7. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy IX.R1) znajduje punkty wspdlne proste;j
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | i okregu;
nietypowych. IX.R4) wyznacza rownanie prostej
prostopadtej do zadanej prostej [...].

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: C = (\/§ -1,3V5+ 3) lub
C=(—v/5-1,-3vV5+3).

3 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg (pierwszg lub drugg wspoétrzedng punktu (),
np. (x +1)2+ (3x+6—3)2 =50.

2 pkt — wyznaczenie rownania symetralnej odcinka AB: y = 3x + 6.

1 pkt — obliczenie wspotczynnika kierunkowego prostej AB: (— %)
ALBO

— zapisanie réownosci 1/ (x — 6)2 + (y — 4)2 = /(x + 6)2 + (y — 8)2.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Z warunku |AC| = |BC| wynika, ze punkt C lezy na symetralnej odcinka AB.
Wspétczynnik kierunkowy a,p prostej AB jest rowny ayg = % = —% , wiec
wspotczynnik kierunkowy prostej, ktora jest symetralng odcinka AB, jest rowny a = 3.

Obliczamy wspoétrzedne srodka M odcinka AB:

M=(6+(—6) 4+8

2 2 >=(0’6)

Poniewaz ta symetralna przechodzi przez punkt M, wiec ma ona réwnanie
y=3(x—0)+6,czyli y=3x+6.

Obliczamy wspétrzedne punktu C, ktéry jest punktem przeciecia symetralnej odcinka AB
z danym okregiem:

(x+1)?+Bx+6—-3)2=50
(x+1)2+9(x+1)2=50
(x+1)?=5
lx +1] =5
x=V5-1 v x=—-/5-1

Gdy x =v5—1,t0 y =3(vV5—1) + 6 = 3V5 + 3, wiec wtedy C = (v5— 1,35 + 3).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Gdy x =—V5—-1,t0 y =3(—V5—1) + 6 = —3V5 + 3, wigc wtedy
C=(-v/5-1,-3V5+3).

Odp. € =(V5-1,3V5+3) lub € = (—V/5—-1,-3V5 +3).
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony. Test diagnostyczny — grudzien 2024 r.

Zadanie 8. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

IV. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:

reprezentacji. VI.R1) oblicza granice ciggow [...].
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach

nietypowych.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 2.
3 pkt —wyznaczeniesumy 1+3+5+7+ ... + 2n+ 1): (n+ 1)? oraz zapisanie

symbolu Newtona (%) w postaci w
2 pkt — wyznaczenie liczby sktadnikow sumy 14+34+5+7+ .. +(2n+1): (n+ 1)
oraz zapisanie symbolu Newtona (7) w postaci w

ALBO
—wyznaczeniesumy 1+3+5+7+ .. + 2n+1): (n+ 1)%
1 pkt — wyznaczenie liczby skfadnikéw sumy 1 4+3+54+74+ ... +(2n+1): (n+1)
ALBO
nn—1)

— zapisanie symbolu Newtona (%) w postaci 5
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy przyjmie, ze liczba sktadnikow sumy 1+3+5+7+ ... + (2n+ 1) jest
réwna n ikonsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze zadanie do konca to otrzymuje
2 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Kolejne skfadnikisumy 1 +3+5+ 7+ ... + (2n + 1) sa kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego o pierwszym wyrazie a; = 1 oraz roéznicy r = 2.

Niech k oznacza liczbe sktadnikéw tej sumy. Wyznaczamy k:

agr=a,+k—-1)-r
2n+1=1+(k-1)-2
k=n+1

Zatem suma sktada sie z (n + 1) sktadnikow.
Stosujgc wzoér na sume (n + 1) poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego,
otrzymujemy

[1+ (2n+1)]
2

1+34+5+7+ .. +(@2n+1) = ‘(n+1)=(n+1)?

Wyznaczamy wspotczynnik dwumianowy:
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(n+1)2

nl—IHIOO (n) B n—1>r-|poo n(n - 1) -
2 2
4 2
. 2n?+4n+2 2+t 5
= lim ————— = lim =2
noto N2 —n noto g 1
n
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Zadanie 9. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.R6) rozwigzuje rownania
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | trygonometryczne.
nietypowych.

Zasady oceniania (dla sposobu I)
4 pkt — zapisanie, ze réwnanie sin(2x) = —2 nie ma rozwigzan oraz rozwigzanie rownania

sin(2x) = 1 w zbiorze [—m,2m]: (—%n), %n oraz %n.

3 pkt — rozwigzanie réwnania sin(2x) = 1 w zbiorze liczb rzeczywistych: x = %n + -k,

gdzie k € Z
ALBO

— rozwigzanie réwnania sin(2x) = 1 w zbiorze [—m, 2m]: (—%TL’), %ﬂ oraz %n.
2 pkt — przeksztatcenie rownania do alternatywy réwnan sin(2x) = —2 lub
sin(2x) = 1.
1 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci
(sin? x + cos? x)? — 2 sin? x cos? x = sinx - cos x
ALBO
— zastosowanie tozsamosci sin* x + cos*x = 1 — 2sin? x - cos? x,
ALBO
— zastosowanie tozsamosci sin* x + cos*x = 1 — %sin2 (2x).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu II)

4 pkt — spetnienie kryterium za 3 punkty oraz sprawdzenie rachunkiem, ze liczby (—%n),

1 5 S, L .
Z7 oraz zm spetniajg rownanie sin* x = sinx - cos x — cos* x.

3 pkt — rozwigzanie réwnania sin(2x) = 1 w zbiorze liczb rzeczywistych: x = %n +m-k,

gdzie k € Z
ALBO

— rozwigzanie réwnania sin(2x) = 1 w zbiorze [—m, 2m]: (—%n), %n oraz %n.

2 pkt — wykorzystanie réwnosci sin* x = sinx - cos x — cos* x i przeksztatcenie

sin4x + cos*x sin2 x + cos?
2 = 2

1 pkt — zastosowanie nierownosci miedzy srednig kwadratowg a arytmetyczng i zapisanie

. - X o
nieréwnosci do postaci sin(2x) > 1.

sin4x + cos*x sin2 x + cos?

nieréwnosci > X
2 = 2

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Zasady oceniania (dla sposobu IlI)
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (—%n), %n oraz %n.

3 pkt — réwnowazne przeksztatcenie réwnania do alternatywy réwnan sin3x — cos3 x = 0
lub sinx — cosx = 0 irozwigzanie réwnan tej alternatywy w zbiorze liczb

rzeczywistych: x = %n + -k, gdzie k € Z.

2 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci (sin3 x — cos® x)(sinx — cosx) = 0.
1 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci
sin* x + cos* x = sinx - cos x - (sin® x + cos? x).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.

Jezeli zdajgcy przeksztatci réwnanie do postaci (sin® x — cos3 x)(sinx — cos x) = 0,
a nastepnie rozwigze poprawnie réwnania sin®x — cos®x = 0 oraz sinx —cosx =0
w zbiorze [—m, 21], to otrzymuje 4 punkty za cate rozwigzanie.

Przykltadowe petne rozwigzania

Sposob |

Przeksztatcamy rownanie réwnowaznie, korzystajgc ze wzoru na kwadrat sumy oraz
Z jedynki trygonometrycznej:

sin*x = sinx - cosx — cos* x
sin* x + cos* x = sinx - cosx
(sin? x + cos? x)? — 2sin® x - cos? x = sinx - cos x
1 —2(sinx - cosx)? = sinx - cos x

Korzystamy ze wzoru na sinus podwojonego kata i otrzymujemy dalej
1-— 1sin2 (2x) = 1sin(Zx)
2 2
sin?(2x) +sin(2x) —2 =0
sin(2x) =1 V sin(2x) = -2
Rozwigzujemy réwnanie sin(2x) =1 w zbiorze R:

T
2X=E+2Tl"k AN k€eZ

T
X = 7 +n-k AN k€eEZ
, L L : . 3 1
Rozwigzaniami rébwnania sin(2x) = 1 w zbiorze [—m,2m] s liczby: (—Zn), 27 oraz
5
zT

Rownanie sin(2x) = —2 nie ma rozwigzan w zbiorze R.
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Zatem rozwigzaniami réwnania sin* x = sinx - cos x — cos* x w zbiorze [—m,2n] s3

5
Z .

liczby: (—%n), %n oraz 7

Sposob I
Korzystamy z nieréwnosci miedzy srednig kwadratowg a arytmetyczng i otrzymujemy

sin* x + cos* x - sin? x 4+ cos? x
2 - 2

Stad, po zastosowaniu tozsamosci sin? a + cos? @ = 1 i wzoru na sinus podwojonego kata
oraz zwigzku sin* x = sinx - cos x — cos* x, dostajemy kolejno:

sinx - cosx

sinx -cosx = —

sin(2x) > 1

Stad i z wlasnosci funkgiji sinus wynika, ze sin(2x) = 1.
Zatem

T
2X=E+2Tl"k A k€eZ

T
x=Z+n-k AN k€eZ

Gdy x = —%n, to wtedy

4

wt(30)-(-5) -5
in(5)-on(-30) oo (5e) - F (-5)- () =5

wiec liczba (— Zn) jest rozwigzaniem réwnania sin* x = sinx - cosx — cos* x.

Gdy x = %n, to wtedy

' (37)=(%) =3

sin Gn) * COS (Lr) — cos* Gn) = gg_ (@) :%
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wiec liczba 77 jest rozwigzaniem rownania sin*x = sinx - cos x — cos* x.

Gdy x = %n, to wtedy

' (3)=(-5) =3

sin (Zn) - COS (Zn) — cos* (Zn) = —g . <—§> — (—?)4 :%

wigc liczba 7 jest rozwigzaniem réwnania sin*x = sinx - cos x — cos* x.
Zatem rozwigzaniami réwnania sin* x = sinx - cos x — cos* x w zbiorze [—m,2n] s3
liczby: ( 3n) 1n oraz Sn
Y-\"2") 1 g™
Sposdb
Przeksztatcamy réwnanie rownowaznie:
s 4 — 4
sin*x = sinx - cosx — cos* x
sin* x + cos* x = sinx - cos x
.4 4. o 2 2
sin* x + cos* x = sinx - cos x - (sin* x + cos* x)
sin*x — sin3x - cosx + cos*x — cos3x - sinx =0
sin3 x (sinx — cosx) + cos® x (cosx —sinx) = 0
(sin® x — cos® x)(sinx — cosx) = 0
sin®x = cos®x V sinx = cosx
sinx =cosx V sinx =cosx
sinx = cosx

Gdyby cosx = 0, to wtedy sinx = cosx = 0, wiec wstawiajgc te wartosci do tozsamosci
trygonometrycznej sin? x + cos? x = 1, otrzymalibyémy 0 + 0 = 1. To oznacza, ze
cos x # 0, wiec mozemy obie strony rownania sinx = cosx podzieli¢ obustronnie przez
cos x iotrzymujemy tgx = 1. To réwnanie w zbiorze [—m, 2m] ma trzy rozwigzania:

( 3n) L oraz 57r
") 1 z™
Zatem rozwigzaniami réwnania sin* x = sinx - cos x — cos* x w zbiorze [—m,2n] s3

liczby: (—én) 171 oraz En

Y-\72") 1 g™
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Zadanie 10. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. VI.7) wykorzystuje wtasnosci ciggdw, w tym
2. Dobieranie i tworzenie modeli arytmetycznych i geometrycznych, do
matematycznych przy rozwigzywaniu rozwigzywania zadan [...].
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

5 pkt — odrzucenie ciggu odpowiadajgcego r = % i obliczenie wyrazoéw ciggu

geometrycznego: (32, 4,%).

4 pkt — rozwigzanie réwnania z jedng niewiadomg r: r = =3 oraz r = %
ALBO
— rozwigzanie réwnania z jedng niewiadomg a;: a; = 14 oraz a; = —6.

3 pkt — zapisane réwnania z jedng niewiadomg (a; lub 7), np.
42 = —2(5+3r) (10— 6r +4), 42 =~ (10— a,)- (4 + 2ay).
2 pkt — zapisanie uktadu dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi a4 i r, np.
a,+2r+a, +4r=10i (a; +3r—1)% = —%(al + 61r)(2a, +4)
ALBO
— zapisanie zwigzku 42 = —%a7 - (2a; +4).
1 pkt — zastosowanie wiasno$ci ciggu geometrycznego i zapisanie zwigzku
(0~ 12 =~y (201 +4)
ALBO
— zastosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i zapisanie réwnania
z dwiema niewiadomymi a4, i r,np. a; + 2r + a; + 4r = 10,
ALBO
— obliczenie a, : a, = 5.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli zdajacy obliczy wyrazy ciggdw geometrycznych odpowiadajgce wartosciom r = —3
oraz r = % i w odpowiedzi koncowej nie odrzuci ciggu (—8, 4, —2), to otrzymuje 4 punkty
za cate rozwigzanie.

Przykladowe petne rozwigzanie
Niech r oznacza réznice ciggu (a,). Z warunkdéw zadania oraz ze wzoru na n-ty wyraz
ciggu arytmetycznego otrzymujemy

asz +as =10
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a,+2r+a; +4r =10
a1=5_3T

Z warunkow zadania i z wlasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy

1
(as — 1)2 = _§a7 - (2a; +4)

1
(a; +3r—1)2 = —§(a1 +6r)(2a, + 4)
Stad i ze zwigzku a; = 5 — 3r dostajemy kolejno

1
(5-3r+3r—1)2=—=(5-3r+67)(10 — 6r + 4)
8

1
16 = — = (3r +5)(14 — 67)

18r2 —12r—198 =0

_ 3y 11
r= r—3

Dla r = % ciag (a,) jestrosngcy, wiec warunki zadania nie sg spetnione.

Dla r = —3 ciagg (a,) jest malejacy, a; = 14 oraz a; + as = 8 + 2 = 10. Wtedy
o 1 1\ A 1y . .
réwniez (2a1 +4,a, — 1, —§a7) = (32,4, 7). Ciag (32,4, 7) jest geometryczny, wiec

jest jedynym rozwigzaniem zadania.
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Zadanie 11. (0-5)

Wymagania ogoélne Wymagania szczegétowe
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [11.R3) stosuje wzory Viéte’a dla rownan
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowych;
matematycznych przy rozwigzywaniu [11.R5) analizuje réwnania [...] kwadratowe
problemow praktycznych i teoretycznych. z parametrami [...].

3. Tworzenie pomocniczych obiektow
matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentaciji lub
rozwigzania problemu.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapdw.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A> 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

2 )
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nierownosci A> 0: m € (—00, —%) U (§ +00).

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A= 0, to za te cze$¢ rozwigzania otrzymuje O punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek |x? — x2| < 12. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 3 punkty.
Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:
3 pkt — rozwigzanie nierownosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi
1-2J5 14+2/5
2 2 :
2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m rownowaznej warunkowi
|x? —x%| <12,np. 32 —4-(—-m? +m+ 3) < 16.
1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci |x? — x2| < 12 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie jednokrotne zastosowanie wzoréw Viete’a, np.
lxy — x| - |y + x| < 12.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

32—4-(—-m?+m+3) < 16: me[

Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartoéci parametru m, ktére spetniajg

1-2J5 1>U(3 1+ 2V5

2 2 2’ 2 |

jednoczesnie dwa warunki: A >0 i |x? —x3| <12: m€ [

Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg
jednoczesnie warunki A >0 i |xZ — x2| < 12:
e [1—2J§ _1)U<§ 1+2/5]
2 72 2’ 2
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Uwagi:

1. Jezeli zdajacy w etapie | lub Il popetni btad, ktéry nie jest btedem rachunkowym, to za IlI
etap otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajgcy w etapach 1 i Il nie popetni btedow innych niz rachunkowe i otrzyma zbiory

rozwigzan, ktore nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb rzeczywistych,
a nastepnie poprawnie wyznaczy cze$¢ wspolng zbioréw rozwigzan z etapéw | i ll, to za
Il etap moze otrzymac 1 punkt.

. Jezeli zdajacy w |l etapie rozwigzania popetni btad — przyjmie, ze

X, +x, =4+(Fm2+m+3) lub x; - x, =43, lub x; + x, = i%,tozalletap moze

otrzymaé co najwyzej 2 punkty (1 punkt za przeksztatcenie nieréwnosci |x? — x2| < 12
do postaci pozwalajgcej na bezposrednie jednokrotne zastosowanie wzoréw Viéte’a oraz
1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nieréwnosci do konca), a za lll etap otrzymuje

0 punktow.

. Jezeli zdajacy w |l etapie rozwigzania popetni btad, ktéry nie jest rachunkowy, np.:

e pominie istotne nawiasy przy przeksztatcaniu nieréwnosci |x? — x%| < 12 do
postaci pozwalajgcej na zastosowanie wzoréw Viete’'a
e przyjmie, ze x% —x2 = (x; — x,)?
i konsekwentnie do popetnionego btedu doprowadzi rozwigzanie |l etapu zadania do
konca, to moze uzyskaé co najwyzej 2 punkty za Il etap (1 punkt za zastosowanie
wzoréw Viéte’a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nieréwnosci do konca), a za lll
etap otrzymuje 0 punktéw.

. Jezeli w |l etapie rozwigzania zdajgcy popetni btedy i otrzyma nierownosé V(m) < 0, to

za podanie zbioru rozwigzan nierdwnosci otrzymuje 1 punkt tylko wtedy, gdy wielomian V
jest stopnia co najmniej drugiego i ma co najmniej dwa rézne pierwiastki rzeczywiste.

. Jezeli zdajacy wprowadza dodatkowe zatozenie, ktére nie wynika z warunkéw zadania

(np. x1 + x, >0, x; - x, > 0), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej
3 punkty (co najwyzej 1 punkt za | etap i co najwyzej 2 punkty za Il etap).

Przyktadowe petne rozwigzanie

| etap

Funkcja kwadratowa f ma dwa rézne miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyréznik A
tréjmianu kwadratowego x? — 3x — m? + m + 3 jest dodatni.

Rozwigzujemy warunek A> 0:

— —4-1-(—m°“+m+ >
(-3)2—4-1-(-m? 3)>0
4m? —4m—3>0
2m—-1)2-4>0

2m-1-2)-2m—-1+42)>0
4(m—;)<m+%)>0

e (<eo=3) v (5 +)
—00, — — — 400
m 'T2) 0 \2
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Il etap
Wyznaczamy wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych jest spetniony warunek
|x? — x2| < 12, korzystajgc ze wzoréw Viéte'a.

|x2 —x2] < 12
oy = x| - [xy + x| < 12
lx; — x| -3 <12
|, — x| < 4

Poniewaz obie strony nieréwnosci |x; — x,| < 4 sg nieujemne, wiec przeksztatcamy te
nieréwnos$¢ rownowaznie do postaci (x; — x,)? < 16. Stad otrzymujemy

(x1+x2)2—4-x1-x2S16
32—4-(—-m?*+m+3)<16
4m? —4m—-19<0

Obliczamy wyréznik A, tréjmianu kwadratowego 4m? — 4m — 19 i rozwigzujemy
nieréwno$¢ 4m? — 4m — 19 < 0:

A, =(—4)2—4-4.(=19)=20-16

_4-8 _1-2v5 0 4+8YV5 _14+2V5
T T2 T T2
[1—2\/§1+2\/§l
me > ) >

Il etap
Wyznaczamy wszystkie warto$ci parametru m, ktére jednoczesnie spetniajg warunki

me (~o0,~3) U (3, +) oraz m e [L22 LE25)
c[l=2/5 _1) (3 1+2V5
m 2 7 2)°\2r T2z |
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Zadanie 12. (0-5)

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus,
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | cosinus i tangens [...].
nietypowych. VII.R5) korzysta z wzorow na sinus, cosinus

i tangens sumy i réznicy katow, a takze na
funkcje trygonometryczne katow
podwojonych;

VII.R7) stosuje twierdzenie sinusow.

Zasady oceniania (dla sposobu )
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 2.

S L tgf _ |AC| . _1 L
4 pkt — zapisanie zwigzkow Sn(Za) — [ED| i |[ED| = 5 |CF| oraz uzasadnienie, ze

ICF| = |AC|.

L .. tgf _ |AC] _
3 pkt — zapisanie rownosci sm(2a) ~ |ED] oraz uzasadnienie, ze |CF| = |AC].

2 pkt — uzasadnienie, ze |CF| = |AC|

ALBO

— zdefiniowanie punktu F jako obrazu punktu C w symetrii osiowej wzgledem

: o .. tgp _ |AC|
prostej k oraz zapisanie rownosci sm(2a) ~ |ED|"
1 pkt — zdefiniowanie punktu F jako obrazu punktu C w symetrii osiowej wzgledem

prostej k
ALBO

— zapisanie rownosci tgf = |AC]

sin(2a)  |ED| -

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu II)
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 2.
N , 2sina _ sinf
4 pkt — zapisanie zwigzku sn(3a) ~ snZa+p)
do sin(3a) oraz sin(2a + fB), np.:

2 sin a [sin(2a) cos B + cos(2a) sin ] = sin B [sin(2a) cos @ + cos(2a) sin a].

i zastosowanie wzoru na sinus sumy katéw

- , - L b 2c
3 pkt — wyeliminowanie dtugosci odcinkéw z uktadu sina ~ sin(180°—3a)
b c 2sina _ sinf

np. zapisanie zwigzku

| Snp = Sm[I80°—2at B’ sin(3a) ~ sin(2a+p)

2 okt isani 97ké _ 2c . b c
PKL— zapisanie ZWIazkow iy = Sin(180°—3a) ' sinf _ sin[180°—(2a+p)] -
2c

. . b
1 pkt — zapisanie zwigzku sina _ sin(180°—3a)
ALBO
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c
sinf8 = sin[180°—(2a+p)]
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

— zapisanie zwigzku

Zasady oceniania (dla sposobu IlI)
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 2.

i oA .. _tgB _ b 2 12 _ 2 _
4 pkt — zapisanie rownan: sm(2a) ~ x oraz a“ — b* = 4cx oraz a“ = 2b(c + x).
3 pkt — spetnienie wszystkich trzech warunkéw okreslonych w zasadach oceniania za
1 punkt
ALBO
— zapisanie réwnan _tg,[>’ = — oraz a? — b? = 4cx,
sin(2a)  x
ALBO
o tgf _b 2 _
— zapisanie réwnan sm(2a) ~ x oraz a* = 2b(c + x),
ALBO

— zapisanie rownan a? — b% = 4cx oraz a* = 2b(c + x).
2 pkt — spetnienie dwdch warunkéw sposrdd 1)-3) okreslonych w zasadach oceniania za
1 punkt
ALBO
— zapisanie zwigzku a?® = 2b(c + x),
ALBO
— zapisanie zwigzku a? — b% = 4cx.
1 pkt — spetnienie jednego z ponizszych trzech warunkow:

tgB __b
sin(2a) ~ x

2) zapisanie zwigzk b ___a
Zapisanie zwigzku gy = sin(2a)
3) zapisanie réwnan a? = h? + (c + x)? oraz b? = h? + (¢ — x)2.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1) zapisanie rownosci

Zasady oceniania (dla sposobu V)
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 2.
4 pkt — zapisanie zwigzkow:

. 2c b . b a
2 _p2 . = S = =
(a® —b%) - tg B = 4bc - sin(2a) i sin(180°-3a)  sina’ ' Sina sin(2a) oraz
zapisanie tozsamosci sin(3a) = sin(2a) - cos a + cos(2a) - sina
(lub sin(3a) = sin(2a) - cosa + (2 cos? a — 1) - sin ).
3 pkt — zapisanie zwigzkéw (a® — b?) - tg f = 4bc - sin(2a) | 2¢ =2 oz

sin(180°—3a) = sina
b  a
sina ~ sin(2a) -
2 pkt — zapisanie zwigzku (a? — b?) - tg B = 4bc - sin(2a).
1 pkt — zapisanie zwigzku 4cd - cos f = a? — b?
ALBO
— zapisanie zwigzku d - sin 8 = b - sin(2a).
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0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

k — prosta prostopadta do AB i przechodzgca przez punkt D,

F —obraz punktu C w symetrii osiowej wzgledem prostej k,

E — spodek wysokosci trapezu poprowadzonej z wierzchotka C na podstawe AB.
Czworokagt ABFC jest trapezem réwnoramiennym o podstawach AB i CF oraz ramionach
AC i BF.Zatem |4CBF| = |ACAB| — |ACBA| = 2a — a = a oraz

|ABCF| = |4ABC| = a, wiec trojkgt BCF jest rbwnoramienny (zobacz rysunek). Stad

|CF| = |FB| = |AC].

Poniewaz tgf = 12D oraz sin(2a) = % , wiec

_ ICE]

|CE]
tgB _ [ED] _ |AC]
sin(2a) ~ |CE| ~ |ED|
|AC]

Poniewaz trapez ABFC jest rownoramienny i D jest Srodkiem podstawy AB tego trapezu,

wiec |ED| =%- |CF|.

Zatem
tgh__lAcl _ lAc| _ lAcl _
sin(2a)  |ED| %‘|CF| %‘|AC|
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Sposob |l

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia: |AD| = |BD| =c, |AC| = b, |BC| =a, |CD| =d
(zobacz rysunek).

Stosujemy do tréjkgtow ABC i ADC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy

b 2c A b c
sina  sin(180° — 3a) sinf sin[180° — (2a + B)]

Stad, po zastosowaniu wzoréw redukcyjnych, dostajemy

b 2 A b c
sina  sin(3a) sinf  sinQa + B)

b 2sina b sin 8

¢ sin(3a)

c sin(Za + )

2sina sin 8
sin(3a)  sin(2a + B)

2sina - sin(2a + B) = sinf - sin(3a)
Stosujemy wzor na sinus sumy kgtéw, otrzymujgc kolejno:
2sina sin(2a) cos B + 2 sina cos(2a) sin 8 = sin 8 sin(2a) cos a + sin B cos(2a) sin a
2 sina sin(2a) cos f = sin B sin(2a) cos @ — sin B cos(2a) sina
2sinasin(2a) cos f = sin f [sin(2a) cos & — cos(2a) sin a]
Stosujemy wzor na sinus réznicy katéw i dostajemy
2sinasin(2a) cos f = sin B sina

Stad
sina =0 V 2sin(2a)cosfB =sinf

Tréjkgt ABC jest ostrokatny, wiec sina = 0 jest wykluczone przez warunki zadania.
Zatem 2sin(2a) cos 8 = sin 3, czyli

tgf
sin(2a)
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Sposob N

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia: |AD| = |BD| =c, |AC| = b, |BC| = a, |CD| = d,
E — spodek wysokosci tréjkgta ADC poprowadzonej z wierzchotka C na bok AD,

h — wysokos¢ trojkata ADC poprowadzona z wierzchotka C,

x — dlugosc¢ odcinka DE (zobacz rysunek).

b
2a
A
‘_Y_I
c—Xx

Przy przyjetych oznaczeniach mamy

h
g _x_b
=% =3

sin(2a)
b

Po zastosowaniu do trojkgta ABC twierdzenia sinuséw oraz wzoru na sinus podwojonego
kata otrzymujemy:

b a
sina  sin(2a)

b a
sina 2sinacosa

a

COSC!=%

c+x
a

Z definicji cosinusa zastosowanej do tréjkgta prostokatnego EBC mamy cosa =
wiec po uwzglednieniu zwigzku cosa = % otrzymujemy
a ctx
2b a
a® = 2b(c + x)
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Po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa do tréjkatéw AEC i EBC otrzymujemy
b2=h%2+(c—x)> A a?=h%+(c+x)?
Stad
a?—b2=h*+(c+x)?—h?—-(c—x)?
czyli
a’ — b? = 4cx
Stad i z zaleznosci a? = 2b(c + x) otrzymujemy kolejno
a? =2b(c+x) A a®?—b?=4cx
2b(c +x) — b? = 4cx
2bc + 2bx — b? = 4cx
2bc — b? = 4cx — 2bx
b(2c — b) = 2x(2c — b)
b=2x v b=2c

Gdy b = 2c, to trojkat ABC jest rownoramienny i |AABC| = |4BCA]|, czyli « = 180 — 3a,
tj. @ = 45°. Wtedy |4BAC| = 2a = 90° itréjkgt ABC nie jest ostrokatny.
Zatem b = 2x iostatecznie

tg B b 2x

= —=—=2
sin(2a) x «x

Sposob IV
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia: |AD| = |BD| =c, |AC| = b, |BC| =a, |CD| =d
(zobacz rysunek).

Stosujemy do trojkgtow BCD i ADC twierdzenie cosinusow i otrzymujemy:
a? = c?+d?* — 2cd - cos(180° — B)

b? = c?+d? — 2cd - cos B

Strona 30 z 34


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Stad, po zastosowaniu wzordéw redukcyjnych, dostajemy
a? — b? = 4cd - cos

aZ _ b2
4cd

cosf =

Stosujemy do tréjkgta ADC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy:

b d
sinf sin(2a)

sin(2a)
} —p.
sinf8 7
Zatem
sin(2a
b % 4bc - sin(2a)
tgp = az — bz aZ — b2
4cd

Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy

2c _ b A b _ a
sin(180° — 3a)  sina sina  sin(2a)

Stad, po zastosowaniu wzoréw redukcyjnych oraz wzoru na sinus podwojonego kata,
otrzymujemy

sina sina
sin(3a) = 2c¢ - 5 A sin(2a) =a- b
(3g) = 2 sina A _a
sin(3a) = 2¢ 5 cosa = T

Stad i ze wzoru na sinus sumy katéw oraz cosinus podwojonego kata uzyskujemy kolejno:

sin(3a) = sin(2a) - cos @ + cos(2a) - sina

2C sina_a sin & i+[2 (i)z—l] sina
B 2b

b b 2b
2c _ a? N a? .
b 2b% " 2b2
2bc = a? — b?
Stad i z zaleznosci tgff = % otrzymujemy
a —
tgf  4bc  4bc )
sin(2a)  a?—b? 2bc
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Zadanie 13.1. (0-2)

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze V.3) odczytuje i interpretuje wartosci funkgji
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw okreslonych za pomoca [...] wykresow,
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania, | wzordw itp., réwniez w sytuacjach
odréznianie dowodu od przyktadu. wielokrotnego uzycia tego samego zrédta
informac;ji lub kilku zrédet jednoczesnie.

Zasady oceniania
2 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
1 pkt — obliczenie wspotrzednych punktdéw B i D oraz zapisanie drugiej wspétrzednej

punktu C w zaleznosciod x: B=(7,0) i D = (0%) oraz C = (x%)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Obliczamy wspétrzedne punktu B:

12x—84_
x—8
12x — 84 =0

x=7€(—,8)

Zatem B = (7,0).

Obliczamy wspotrzedne punktu D: f(0) = % = %

Zatem D = (0, %)

Poniewaz C lezy na wykresie funkcji f i ma obie wspéitrzedne dodatnie, wiec
12x—84 .

C= (xW) gdzie 0 <x <7.

Pole P czworokata OBCD jest sumag pdl tréjkatow OCD i OBC, wiec

21 1 12x —84 21 x2—-8x+8x—-56 21 x?-56

x—8 4 x—8 4 x-—8

N =

P = Pycp + Pope =

gdzie x € (0,7).
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Zadanie 13.2. (0-4)

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XIII.R4) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
nietypowych. pochodng, korzystajgc z twierdzen
0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu
i ilorazu;

XI1.R5) stosuje pochodng do badania
monotonicznosci funkcij;

XIll.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
z zastosowaniem pochodnej.

Zasady oceniania

4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja P przyjmuje warto$¢ najwiekszg dla x = 8 — 242
i obliczenie wspotrzednych punktu C, dla ktérych pole czworokata OBCD jest
najwigksze: C = (8 — 2v2,12 — 3v2).

3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkgji), ze funkcja P przyjmuje
warto$é najwieksza dla x = 8 — 2v/2.

2 pkt — obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji P: x = 8 — 2+/2.

2x(x — 8) — (x2 —56)- 1
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji P, np. P'(x) = % ( ()x —(8)2 ) .
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto$¢ najwiekszg dla
wyznaczonej wartosci x, przy ktorej pochodna sie zeruje, mozna uznac¢ sytuacje, gdy
zdajgcy bada znak pochodnej oraz:

— opisuje (stownie lub graficznie - np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos$¢ funkcji P

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja P ma maksimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najwicksza warto$¢

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja P ma maksimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkciji.

Jezeli zdajgcy nie przedstawi poprawnego uzasadnienia, to moze otrzymac co najwyzej

3 punkty za cate rozwigzanie.

2. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujgc wykres
funkgiji, ktéra w ten sam sposéb jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku, np.
znakami ,+” i ,-” znak pochodne;.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Wyznaczamy pochodng funkcji P:
21 2x(x — 8) — (x* —56)-1 21 x* — 16x+ 56

P =— & = 8)? AR oYY

dla x € (0,7).
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P:

P'(x)=0
21 x? — 16x + 56
4 (x — 8)2 B
x?> — 16x+ 56 =0

16 — /32 16 ++/32
x=T=8—2\/§E(O,7) v x=—0—¢(07)

Badamy znak pochodnej:

P'(x)>0

21 x? — 16x + 56
4 (x — 8)2

x? — 16x+ 56 >0
x € (0,8 —2V2)

Zatem funkcja P jest rosnaca w przedziale (0,8 — 2v/2] ifunkcja P jest malejaca
w przedziale [8 — 2v/2,7).
Stad dla x = 8 — 2v/2 funkcja P osigga warto$¢ najwieksza.

Gdy pierwsza wspoétrzedna punktu C jestrowna x, =8 — 22 , to wtedy druga
wspotrzedna y. tego punktu jest rowna:

_12-(8-2V2)—84 12-24V2 12
ye 8—2v2—8 —2v2 -2V2
Pole czworokata OBCD jest najwigksze, gdy C = (8 —2v/2,12 — 3v2).

+12=12-3V2
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