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Egzamin maturalny z matematyki. Poziom rozszerzony — termin gtéwny 2022 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R1.2) stosuje w obliczeniach wzér na

logarytm potegi oraz wzor na zamiane
podstawy logarytmu.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A

Zadanie 2. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022
Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R11.2) oblicza pochodne funkgji
wymiernych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
C

1 Zatacznik nr 2 do rozporzgdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 20 marca 2020 r. w sprawie szczegodlnych
rozwigzan w okresie czasowego ograniczenia funkcjonowania jednostek systemu os$wiaty w zwigzku
z zapobieganiem, przeciwdziataniem i zwalczaniem COVID-19 (Dz.U. poz. 493, z p6zn. zm.).
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Zadanie 3. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022
Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R6.5) stosuje wzory na sinus [...] réznicy
katow [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Zadanie 4. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymagania ogolne Wymaganie szczegétowe
| Wykorzystanie i tworzenie informacji. Zdajacy:
Il. Wykorzystanie i interpretowanie R10.3) korzysta z twierdzenia
reprezentacjl. o prawdopodobienstwie catkowitym.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
4 111
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ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

Uwagi ogélne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajace warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymacé co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do
uzyskania liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
R2.1) uzywa wzoréw skroconego mnozenia
na (a +b)3 oraz a3 + b3.

Zasady oceniania

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......oovviiiiiiiiieeie e e e e e e et e e e e e e e aer s 1 pkt
gdy:
e zastosuje wzor na roznice szesciandw i zapisze nierownosé w postaci

2x — y)(4x? + 2xy + y?) + 2xy(2x —y) = 0 lub

2x —y)(4x? + 2xy + y?) = —2xy(2x — y)
ALBO
o zastosuje wzér na szeécian réznicy i zapisze nierownos¢ w postaci

(2x —y)3+8xy(2x —y) =0 lub

(2x —y)® = —8xy(2x — ),
ALBO
o przeksztaici nieréownos¢ do postaci

2x(4x? —y?) + y(4x?> —y?) >0 lub
2x(4x? —y?) > —y(4x? — y?), lub
4x2(2x +y) —y?(2x +y) = 0, lub
4x2(2x +y) = y2(2x + y).

ZdajaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiii e e e e e et e e e e e e eeenn s 2 pkt
gdy przeksztatci nieréwnosé do postaci (2x —y)(2x + y)? = 0.
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Zdajacy otrzymuje ..ot 3 pkt
gdy przeprowadzi petne rozumowanie — zdajgcy musi spetni¢ warunek okreslony

w zasadach oceniania za 2 punkty oraz uzasadni¢, ze (2x —y) > 0, powotujgc sie na
zatozenie, oraz zapisac, ze kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny.

Uwaga:
Jesli zdajacy sprawdza prawdziwos¢ nieréwnosci jedynie dla wybranych wartosci x i y, to
otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposbb 1. (réznica szescianow)
Przeksztatcamy rownowaznie nierowno$é¢ 7x3 + 4x%y > y3 + 2xy? — x3 , korzystajac ze
wzoru skroconego mnozenia na réznice szescianow:

8x3 —y3 4+ 4x%y —2xy2 =0
2x — y)(4x? + 2xy + y?) + 4x%y — 2xy*> = 0
x—y)(4x? + 2xy + y*) + 2xy(2Qx —y) = 0
Q2x—y)(4x* +4xy +vy3) >0
Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat sumy i otrzymujemy
QRx—y)2x+y)2=0

Z zatozenia 2x >y, wiec (2x —y) > 0.

Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemnag, wiec (2x + y)? > 0.

Zatem wyrazenie (2x —y)(2x + y)? jest nieujemne jako iloczyn liczby dodatniej

i nieujemnej, wiec nieréwnosé (2x — y)(2x + y)? > 0 jest prawdziwa. To oznacza, ze
nierdwnos¢ 7x3 + 4x2%y > y3 + 2xy? — x3 jest takze prawdziwa.

Sposbb 2. (szescian rdznicy)
Przeksztatcamy nierowno$é¢ 7x3 + 4x%y > y3 + 2xy? — x3 do postaci
8x3 —y3 — 2xy? + 4x%y >0
Poniewaz (2x —y)3 = 8x3 — y3 — 12x2y + 6xy?, wiec otrzymujemy
8x3 —y3 — 12x%y + 6xy? + 16x%y — 8xy? = 0
(2x —y)3 + 16x%y — 8xy?> = 0
2x—y)+8xy(2x—y) =0
(2x —y)[(2x —y)* +8xy] = 0
(2x —y)(4x* —4xy + y*> + 8xy) = 0
2x—y)2x+y)>=>0
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Z zatozenia 2x >y, wiec (2x —y) > 0.

Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemng, wiec (2x + y)? > 0.

Zatem wyrazenie (2x —y)(2x + y)? jest nieujemne jako iloczyn liczby dodatniej

i nieujemnej, wiec nierownosé (2x —y)(2x + y)? > 0 jest prawdziwa. To oznacza, ze
nierdwnos¢ 7x3 + 4x2%y > y3 + 2xy? — x3 jest takze prawdziwa.

Sposob 3. (réznica kwadratow)
Przeksztatcamy rownowaznie nierownos¢ 7x3 + 4x?y > y3 + 2xy? — x3 , korzystajac ze
wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratéw:

8x3 — 2xy? +4x%y —y3 >0
2x(4x? —y) + y(4x2 —y?) =0
2x +y)(4x?> —y?) =0
2x+y)2x+y)2x—y)=0
2x—y)2x+y)2=>0

Z zatozenia 2x >y, wiec (2x —y) > 0.

Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemnag, wiec (2x + y)? > 0.

Zatem wyrazenie (2x — y)(2x + y)? jest nieujemne jako iloczyn liczby dodatniej

i nieujemnej, wiec nieréwnos¢ (2x — y)(2x + y)? > 0 jest prawdziwa. To oznacza, ze
nierowno$é 7x3 + 4x%y > y3 + 2xy? — x3 jest takze prawdziwa.
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Zadanie 7. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R3.8) rozwigzuje réwnania [...] z wartoscig
bezwzgledng [...].

Zasady oceniania

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......oovuiiiii i e e e e et a e e e e e e e e aare s 1 pkt
gdy:
e zapisze przedziaty (—,3) oraz (3,+o0) ico najmniej w jednym z nich zapisze
poprawng posta¢ rownania bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej

ALBO
e zapisze alternatywe rownan x —3 =2x + 11 lub x —3 = —2x — 11 irozwigze
oba otrzymane réwnania: x = —14 lub x = —% ,
ALBO
e zapisze réwnanie (x —3)? = (2x + 11)? irozwigze je: x = —14 lub x = —g,
ALBO
e zapisze alternatywe réwnan x —3 = 2x + 11 lub x — 3 = —2x — 11 i zapisze
zatozenie 2x + 11 =0,
ALBO

e narysuje w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji f i g okreslonych
wzorami f(x) = |x — 3| oraz g(x) = 2x + 11.

Zdajacy OtrZYMUJE ..........oooiiiiiiiii 2 pkt
gdy:

e w kazdym z przedziatéw (—o,3) oraz (3,+o) zapisze poprawng postac¢ rownania
|x — 3| = 2x + 11 bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej i w jednym z tych
przedziatdw rozwigze rownanie

ALBO

e rozwigze alternatywe réwnan x —3 = 2x + 11 lub x —3 = —2x — 11 i sprawdzi
rachunkowo, czy otrzymane liczby sg rozwigzaniami rownania |x — 3| = 2x + 11,
ale w trakcie rozwigzania popetni btedy rachunkowe,

ALBO
e zapisze alternatywe réwnan x —3 =2x + 11 lub x —3 = —2x — 11 i zatozenie
2x + 11 = 0 oraz rozwigze oba réwnania: x = —14 lub x = _%
ALBO
e zapisze odcietg punktu przecigcia wykresow funkcji f i g x = —g .
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Zdajacy otrzymuje ..ot 3 pkt
gdy zastosuje poprawng metode rozwigzania rownania i otrzyma prawidtowy wynik:
X = —%, a w przypadku metody graficznej sprawdzi rachunkowo, ze liczba (— g) jest

rozwigzaniem réwnania.

Uwagi:

1. Jesli zdajgcy opuséci symbol wartosci bezwzglednej, nie uwzgledniajgc w zaden sposob
przedziatu, w ktérym odpowiednie wyrazenie jest dodatnie/ujemne, i w rezultacie zapisze
jedynie alternatywe x — 3 = 2x + 11 lub x —3 = —2x — 11 i na tym poprzestanie, to
otrzymuje 0 punktow.

2. Jesli zdajgcy rozwigzuje réwnanie w przedziatach (—oo,3) oraz (3,+o0) i nie rozwaza
przypadku x = 3, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jesli zdajgcy rozwigzuje réwnanie w przedziatach (—o0,0) oraz (0, +o0), to otrzymuje
0 punktoéw za cate rozwigzanie.

4. Jedli zdajgcy przedstawia dwa rozwigzania, z ktérych jedno jest w petni poprawne,

a drugie niekompletne/btedne, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate
rozwigzanie.

Przykltadowe petne rozwigzania

Sposéb 1.
Réwnanie zapisujemy w kazdym z przedziatow (—oo, 3), (3, +) bez uzycia symbolu
wartosci bezwzglednej.

Gdy x € (—o0o, 3), to réwnanie ma postaé¢ 3 —x = 2x + 11.

Roéwnanie 3 —x = 2x + 11 ma jedno rozwigzanie x = —% . Jest to liczba nalezgca do

przedziatu (—oo,3), wiec jest to jedno z rozwigzan réwnania |x — 3| = 2x + 11.

Gdy x € (3, +x), to rownanie ma posta¢ x — 3 = 2x + 11.
Roéwnanie x — 3 = 2x + 11 ma réwniez jedno rozwigzanie x = —14. Ta liczba nie nalezy
jednak do przedziatu (3, +), wiec nie jest rozwigzaniem rownania |x — 3| = 2x + 11.

W rezultacie rownanie |x — 3| = 2x + 11 ma jedno rozwigzanie: x = —% :

Sposab 2.
Jezeli istniejg rozwigzania rownania |x — 3| = 2x + 11, to sg one rozwigzaniami
alternatywy rownan

x—3=2x+11 lub x—-3=-2x-11

Stad otrzymujemy x = —14 lub x = —%.

Sprawdzamy, ktéra z tych liczb jest rozwigzaniem réwnania |x — 3| = 2x + 11.

Gdy x = —14, to lewa strona réwnania jest réwna | — 14 — 3| = 17, natomiast prawa
strona jestrowna 2 - (—14) + 11 = —17. Zatem liczba (—14) nie jest rozwigzaniem
réwnania.
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Gdy x = —g , to lewa strona réwnania jest rowna |—§ - 3| = % , hatomiast prawa strona
jestréowna 2 - (— g) +11 = % . Zatem liczba (— g) jest rozwigzaniem rownania.
. . : , . 8
W rezultacie réwnanie ma jedno rozwigzanie: x = — 3
Sposab 3.
Gdy 2x +11<0,czyli x < —%, to rownanie |x — 3| = 2x + 11 jest sprzeczne, gdyz

lewa jego strona jest nieujemna, a prawa ujemna.
Gdy 2x+11 =0, czylix = —%, to réwnanie |x — 3| = 2x + 11 jest rbwnowazne
alternatywie rownan

x—3=2x+11 lub x—-3=-2x-—-11

Stad otrzymujemy x = —14 lub x = —%.

Tylko druga z tych liczb jest nie mniejsza od (— %) Zatem réwnanie |x — 3| =2x + 11

. . . 8
ma tylko jedno rozwigzanie: x = -3
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Zadanie 8. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinusow i twierdzenia cosinusow.

Zasady oceniania

Zdajacy Ootrzymuje .............ooooiiiiiiiiiii 1 pkt
gdy spefni jeden z ponizszych warunkow:
1) zapisze zwigzek miedzy dtugoscig jednej z podstaw trapezu a promieniem R,
okregu opisanego na trojkgcie CPD (lub promieniem R; okregu opisanego na
o CD CD|+2 |AB|-2 AB AB AB|-2
trojkacie APB), np. |R2| = |R2L:'-3 , | R|2 = Az+|3 , lRll = |R1|—3
2) zapisze zwigzki miedzy dtugosciami podstaw trapezu, promieniami okregow
opisanych na tréjkatach ABP i CDP oraz zwigzek migedzy dtugosciami podstaw

trapezu i promieniami okregéw, np. |AB| = |CD|+2 i Ry =R, + 3 i P;l?ﬂ = Eﬂ
1 2
3) zapisze zwigzki: % = 2R;, sliCnDa| =2R,,|CD|+ 2 =|AB|,Ry =R, + 3,

4) zapisze réwnanie z dwiema niewiadomymi — dtugoscia jednej z podstaw trapezu
|CD| _ |CD|+2

i sinusem kata a, np. = : :
sina sina

: 42 . . :
5) zapisze warunek cosa = 5 jako warunek réwnowazny tezie.

Zdajacy otrzymuje ..o 2 pkt
gdy:
e gdy spetni jeden z warunkow 1)—4) zapisanych w zasadach oceniania za 1 punkt
oraz obliczy sina: sina =

ALBO
e zastosuje twierdzenie cosinusow do trojkgta AS;B i obliczy warto$¢ cosinusa kata

3

srodkowego opartego na tym samym tuku, co kat APB: cos2a = % (sposob 4.).

Zdajacy OtrzymMUJE ...........ooooiiiiiiiiii 3 pkt
gdy przeprowadzi pethe rozumowanie.
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Uwagi:

1. Jesli zdajgcy wprowadzi do rozwigzania dodatkowe zatozenia, nie wynikajgce z tresci
zadania, i korzysta z tych zatozen, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow, o ile nie
nabyt praw do innej punktac;ji.

2. Jesli zdajgcy w wyniku popetnionego btedu otrzyma rownos¢ sina = 5, to moze

§ y
otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob 1. (podobienstwo trojkgtow)

Oznaczmy przez R, promien okregu opisanego na tréjkacie CPD, a przez a« — miare kata
ostrego CPD.

Poniewaz odcinki AB i CD sgrownolegte, wiec |APCD| = |4PAB| i |4ABP| = |4PDC]|
(katy naprzemianlegte) oraz |ACPD| = |4APB| (katy wierzchotkowe). Zatem trojkgty CPD
i APB sa podobne (na mocy cechy kkk). Stagd wynika, ze

R, +3 R,
|AB| ~ |CD|

i wobec |AB| = |CD|+ 2 otrzymujemy dalej

R,+3 R,
|CD| +2 |CD|
2R, =3-|CD|
2
|CD] =§R2

Do trojkata CPD stosujemy twierdzenie sinuséw i otrzymujemy

co w potgczeniu ze zwigzkiem |CD| = %Rz prowadzi do réwnania

. 1
S ==
ma 3
Korzystamy z tozsamosci trygonometrycznej sin? a + cos? @ = 1 i, uwzgledniajgc, ze
a < 90°, otrzymujemy
1 2
=) +costa=1
(3) cos“a
2V2

cosa =
3
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Do trojkata CPD stosujemy twierdzenie cosinusow, korzystamy ze zwigzku

2V2 . .
cosa =—— | otrzymujemy

|CD|?> = |DP|* 4+ |CP|> — 2 - |DP| - |CP| - cos

2v/2
|CD|?> = |DP|? + |CP|?> — 2 - |DP]| - |CP| -

42
= |[DP| - |CP| = |DP|? + |CP|? — |CD|?

To nalezato pokazac.

Sposbb 2. (twierdzenie sinusow)

Oznaczmy przez R, promien okregu opisanego na tréjkacie CPD, a przez a« — miare kata
ostrego CPD.

Poniewaz katy ostre CPD i APB sg wierzchotkowe, to |5CPD| = |4APB| = a.

Do tréjkatow APB i CPD stosujemy twierdzenie sinuséw i otrzymujemy

|AB| |CD|
— =2(R,+3) oraz ——=2R,
sina sina
|AB| _|CD| _ . 3 __|CD|+2 _[cD|
Stad 2R,3) 2Ry a poniewaz z zatozenia |AB| = |CD| + 2, wiec 2(R,73) ~ 2R,
i w rezultacie
ICD| = °R
=3 R
. . 2 . |CD .
Ze zwigzkéw |CD| = §R2 i SlimL = 2R, otrzymujemy
_ _ 1
sina = 2

Korzystamy z tozsamosci trygonometrycznej sin? a + cos? a = 1 i, uwzgledniajgc, ze
a < 90°, otrzymujemy

1 2
=) +cosfa=1
(3) cos™ «a

2V2

cosa =
Do trojkgta CPD stosujemy twierdzenie cosinusow, korzystamy ze zwigzku
2J2 . :
cosa = —3— iotrzymujemy
|CD|? = |DP|? + |CP|> — 2 - |DP| - |CP| - cos a

242
|CD|?> = |DP|? + |CP|?> — 2 - |DP]| - |CP| -
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42
= |[DP| - |CP| = |DP|? + |CP|? — |CD|?

To nalezato pokazac.

Sposab 3.

Oznaczmy przez R, promien okregu opisanego na tréjkacie CPD, a przez a« — miare kata
ostrego CPD.

Poniewaz katy ostre CPD i APB sa wierzchotkowe, to |5CPD| = |4APB| = a.

Do trojkatow APB i CPD stosujemy twierdzenie sinusow i otrzymujemy

|AB| |CD]|
— =2(R, +3) oraz ——=2R,
sina sin a
taczac obie te zaleznosci i korzystajgc z zatozenia |AB| = |CD| + 2, otrzymujemy

|AB| _ |CD]|
—=—+46
Sin @ Sina
|[CD|+2 |CD|
———=—""+56
Sina Sina
|CD| 2 |CD|
; +— =— +
Sin @ Sina Sin @
1

sina = =
3

6

Korzystamy z tozsamosci trygonometrycznej sin? a + cos? @ = 1 i, uwzgledniajac, ze

a < 90°, otrzymujemy
2

(1) +cosla=1
3 cos~a =

2\2

cosa =——
3

Do tréjkata CPD stosujemy twierdzenie cosinusow, korzystamy ze zwigzku

2V2 . .
cosa =—5— i otrzymujemy

|CD|?> = |DP|? + |CP|?> — 2 - |DP| - |CP| - cos a

242
|CD|? = |DP|? + |CP|? = 2 - |DP| - |CP| =
42
= |IDP| - |CP| = |DP|? + |CP|? — |CD|?

To nalezato pokazac.
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Sposob 4. (kat wpisany — kgt sSrodkowy)
Niech o0, bedzie okregiem o srodku S; ipromieniu R; opisanym na tr6jkgcie APB.
Oznaczmy przez a miare kgta ostrego APB.
Poniewaz odcinki AB i CD sgrownolegte, wiec |APCD| = |4PAB| i |4ABP| = |4PDC]|
(katy naprzemianlegte) oraz |ACPD| = |3APB| (katy wierzchotkowe).
Na mocy cechy kkk trojkaty CPD i APB sg podobne.
Niech x = |AB|. Wtedy |CD| = x — 2. Z podobienstwa trojkgtéw CPD i APB wynika
réwnosc¢

x—2 R;—3

x R

skad otrzymujemy R, = %x

Zauwazmy, ze 2a jest miarg kata Srodkowego, opartego na tym samym tuku okregu o, , co
kat APB. Korzystamy z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do tréjkgta AS;B
i otrzymujemy kolejno
x%2 = 2R? - (1 — cos2a)
3 2
x?=2- (Ex) (1 = cos2a)
skad po obustronnym podzieleniu przez x? otrzymujemy réwnos$é

9
1=§-(1—c052a)

7 , ) . . 7 e
Zatem cos2a = 9 Jest ona réwnowazna réownosci 2cos’a — 1 = 92 ktorej

obliczamy cosa = ¥ (ujemng wartos¢ odrzucamy ze wzgledu na to, ze kat o mierze «

jest katem wewnetrznym tréjkata ostrokatnego CPD).
Do trojkata CPD stosujemy twierdzenie cosinusow, korzystamy ze zwigzku

242 . .
cosa = =3~ iotrzymujemy
|CD|? = |DP|? + |CP|> — 2 - |[DP| - |CP| - cos a

242
|CD|? = |DP|? + |CP|? — 2 - |DP| - |CP| S

42
— |IDP| - |CP| = |DP|? + |CP|? — |CD|?

To nalezato pokazac.
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Zadanie 9. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R3.4) stosuje twierdzenie o reszcie

z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a;
R3.6) rozwigzuje fatwe nierdwnosci
wielomianowe.

Zasady oceniania

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......ooveiiiiiiiiceece e e e e e et e e e e e e e e aare s 1 pkt
gdy:
e zapisze rownanie z niewiadomg m wynikajgce z warunkéw zadania:

4-(=22-6-(-2)2-0Gm+1)-(-2)—-2m=-30
ALBO
e wyznaczy reszte z dzielenia wielomianu W przez dwumian (x + 2) i zapisze
rownanie —2m + 2(5m — 27) = —30.

ZdaJaCy OtrZYMUJE .....ooovniiiiiiiiieie e e e e e e e e e e e e e e arr s 2 pkt
gdy obliczy m: m = 3.

Zdajacy OtrzymuUJe ..ottt 3 pkt
gdy obliczy/poda wszystkie pierwiastki wielomianu W (x) = 4x3 — 6x% — 16x — 6:
1
x,=-1,x, =—5,X3 = 3.
Zdajacy otrzymuje ..o 4 pkt

gdy rozwigze nierébwnosé¢ W(x) = 0: x € (—1, —%) U (3, +00).

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy poprawnie interpretuje warunki zadania W (—2) = —30, ale popetnia btedy
rachunkowe, zapisujac réwnanie wynikajgce z tego warunku, to moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy popetnia btgd w interpretacji warunkéw zadania, zapisujgc np. W (2) = —30,
w konsekwenciji ktdrego zapisuje btedne rownanie wynikajgce z tego warunku, lecz
otrzyma wielomian o trzech réznych pierwiastkach i konsekwentnie doprowadzi
rozwigzanie do konca, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajgcy w wyniku btedéw rachunkowych przeksztatci wielomian W do postaci,

w ktérej otrzymany wielomian ma co najwyzej dwa pierwiastki (jeden dwukrotny i jeden
pierwiastek jednokrotny), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej:

3 punkty — jesli uwzglednia krotnosci pierwiastkow,

2 punkty — jesli nie uwzglednia krotnosci pierwiastkow.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian x + 2 jest rowna (—30), zatem
W(—2) = —30. Stad otrzymujemy
4:(=22-6-(-2)* -(Gm+1)(-2)—-2m=-30

Rozwigzaniem tego réwnania jest m = 3.
Rozwigzujemy nieréwnosé 4x3 — 6x2 — 16x — 6 = 0, stosujgc przeksztatcenia
réwnowazne, i otrzymujemy kolejno:

4x3 —6x>—16x—6=>0
2(x + 1)(2x*=5x—3) =0

4(x+1)(x—3)(x+%>20

Szkicujemy wykres wielomianu W(x) = 4(x + 1)(x — 3) (x + %)

i odczytujemy zbidr rozwigzan nierownosci W(x) = 0: (—1, —%> U (3, +).
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Zadanie 10. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

P5.3) stosuje wzor na n—ty wyraz i na
sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego;

R5.2) rozpoznaje szeregi geometryczne
zbiezne i oblicza ich sumy.

Zasady oceniania dla sposobéw 1. i 2.

Zdajacy OtrzymuUJe .............ooooiiiiiiiiiiii 1 pkt
gdy:

e obliczyiloraz q ciggu (a,): q = %
ALBO

e zapisze b, + 3r = b, ,
ALBO

b{+b 2b+24

e zapisze S,5 = 1 > 25. 25 |ub Sas =%-25.
ZdaJaCy OtrZYMUJE .....ooovniiiiiiiiieeee e e e e e e e e e e e e e e e aer s 2 pkt
gdy:

e zapisze réwnanie z dwiema niewiadomymi b, i r, np. by + 3r = 108,

1125 = M . 25
ALBO
2 24

e zapisze S,5 = % -25 oraz by +3r =b, .
Zdajacy OtrzymMUJE ...........ooooiiiiiiiiii 3 pkt
gdy zapisze uktad dwdch niezaleznych réwnan z dwiema niewiadomymi b, i 7, np.

2b+24

by + 3r = 108 oraz 1125 = =727 5,
Zdajacy otrzymuje ..o 4 pkt
gdy obliczy by: by = 129.
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Uwagi:

1. Jezeli zdajacy myli wtasnosci ciggu arytmetycznego z wtasnosciami ciggu
geometrycznego, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

2. Jesli zdajgcy rozpatruje przypadek g = 0 i w ostatecznej odpowiedzi nie odrzuca
otrzymanej z tego przypadku wartosci b;, to moze otrzymacé co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie.

3. Jesli zdajacy, obliczajgc iloraz ciggu (a,,), popeti btad i otrzyma jedynie wartos¢ ilorazu
q spoza przedziatu (—1,1), to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

4. Jesli zdajacy, obliczajac iloraz ciagu (a,), popetni btad i uzyska wartos¢ ilorazu ze zbioru
(—=1,0) U (0,1), to moze otrzymac za cate rozwigzanie co najwyzej:

3 punkty — gdy popetni jedynie btgd rachunkowy (lub btagd nieuwagi),
2 punkty — gdy popetni btad rzeczowy.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposab 1.
Korzystamy z wiasnosci ciggu geometrycznego i przeksztatcamy réwnanie

ayp = %a23 + %am do postaci a,; - q = %am -q% + %am . Dzielgc obie strony réwnania

przez a,; # 0, otrzymujemy réwnanie %qz —q +% = 0, ktérego rozwigzaniem jest g = % .

Poniewaz |q| = |%| < 1, zatem istnieje suma S wszystkich wyrazéw ciggu (a,,).
: 675 : 2\?
Obliczamy sume S = 12° 1125 i a3 = 675 - (§) = 108.

Trzeci wyraz ciggu geometrycznego jest rowny czwartemu wyrazowi ciggu arytmetycznego,
wiec b, = by + 3r = 108.

Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego (a,) jest rowna sumie
dwudziestu pieciu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (b,,), zatem

2b, + 24r
1125 =—"2_—"".25
2
45 = b, + 12r

Zrownan by +3r =108 i by + 12r = 45 otrzymujemy r = —7.
Zatem b; =108 —3-(-7) = 129.

Sposab 2.
Korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego i przeksztatcamy rownanie

20 _ 5

Ay, = %an + %an do postaci a, - q*° = zaz - q*° + %al - q*°. Dzielac obie strony

rownania przez q (wszystkie wyrazy ciggu sg dodatnie, wiec g # 0), otrzymujemy

a, = %ag, + %al . Stad i z wlasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy dalej

5 1\
(Zag +§a1> = 675 +dg
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25 , 675
1—6a3 —Ta3 4+ 18225 =0

Rozwigzaniem rownania jest a; = 108. Stosujemy wzoér na n-ty wyraz ciggu
geometrycznego i zapisujemy 108 = 675 - g2 ,skad g = % lub g = —% . Poniewaz

wszystkie wyrazy ciggu (a,) s dodatnie, wiec g = % .

Stwierdzamy, ze |q| < 1, wiec istnieje suma S wszystkich wyrazéw ciggu (a,,). Obliczamy

sume S = fli = 1125.

5
Trzeci wyraz ciggu geometrycznego jest rowny czwartemu wyrazowi ciggu arytmetycznego,

W|eC b4 = bl + 3T = 108
Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego (a,) jest rowna sumie
dwudziestu pieciu poczgtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (b,,), zatem

2b, + 247
1125 =——"".25
2
45 = b, + 127

Zréwnan by +3r =108 i b; + 12r = 45 otrzymujemy r = —7.
Zatem b; =108 —3 - (—7) = 129.

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Zadanie 11. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R6.5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy
i réznicy katéw, sume i réznice sinusow

i cosinusow katow;

R6.6) rozwigzuje rownania
trygonometryczne [...].

Zasady oceniania

Zdajacy OtrzymuUJe ............ooooiiiiiiiiii 1 pkt
gdy:
e przeksztatci rbwnowaznie rownanie sin x + sin 2x + sin 3x = 0, stosujgc wzor na
sume sinusow lub sinus sumy, lub sinus réznicy, lub sinus podwojonego kata, lub
sinus potrojonego kata, np.:

2 sin 2x cos(—x) +sin2x =0

lub

2 sin(1,5x) cos(—0,5x) + sin 3x = 0,
lub

sinx + 2sin(2,5x) cos(—0,5x) = 0,
lub

sinx + sin 2x + sinx cos 2x + cos x sin 2x = 0,

lub

sin 2x cos x — cos 2x sinx + sin 2x + sin x cos 2x + cos x sin 2x = 0,
lub

sinx + sin 2x + 2 sin(1,5x) cos(1,5x) = 0,

lub

sinx + sin 2x + 3sinx — 4sin®x = 0,

ALBO
e poda dwie sposrdd liczb: 0, % , T, | zapisze, ze podane liczby spetniajg rownanie.
Zdajacy otrzymuje ..o 2 pkt

gdy przeksztatci rownanie sinx + sin 2x + sin 3x = 0 do postaci alternatywy réwnan
trygonometrycznych, np.:

sin2x =0 lub 2cosx+1=0,

sin(1,5x) = 0 lub cos(—0,5x) + cos(1,5x) = 0,

Strona 20 z 45


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

cos(0,5x) = 0 lub sin(0,5x) + sin(2,5x) = 0,
sinx =0 lub 4cos?x+ 2cosx =0.

Zdajacy OotrzymuUje .............ooooiiiiiiiiiii 3 pkt
gdy:
e przeksztatci rbwnanie sinx + sin 2x + sin 3x = 0 do postaci alternatywy rownan

trygonometrycznych i rozwigze kazde z tych rownan w zbiorze liczb rzeczywistych
ALBO

e przeksztatci rownanie sinx + sin 2x + sin 3x = 0 do postaci alternatywy rownan
trygonometrycznych i rozwigze jedno z tych réwnan w przedziale (0, ).

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......oovniiiiiiiiiicie e e e e e e e et e e e e e e e e e aare s 4 pkt
gdy zastosuje poprawng metode rozwigzania réwnania sinx + sin2x + sin3x =0

i otrzyma poprawny zbidér rozwigzan w przedziale (0, ): {0, g : Z?n , T}

Uwagi:
1. Jesli zdajgcy popetnia jednokrotnie btad polegajgcy na:
e niepoprawnym zastosowaniu wzorow trygonometrycznych na: sinus sumy/réznicy
lub sume/réznice sinuséw, lub sinus podwojonego/potrojonego kata
ALBO
¢ blednym zastosowaniu nieparzystosci/parzystosci funkcji trygonometrycznej

i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca oraz otrzyma co najmniej trzy rozwigzania
z przedziatu (0, 1), to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie, o ile
nie nabyt praw do innej punktacji.

2. Jesli zdajgcy zastepuje cosx przez V1 — sin? x i konsekwentnie rozwigze zadanie do
konca, otrzymujgc co najmniej trzy rozwigzania z przedziatu (0, ), to moze otrzymacé co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jesli zdajgcy dzieli obie strony réwnania przez wyrazenie a(x) zawierajgce
niewiadomg x i nie rozwaza przypadku a(x) = 0, ale konsekwentnie rozwigze zadanie
do konca i otrzyma co najmniej trzy rozwigzania z przedziatu (0, i), to moze otrzymac
Co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob 1. (suma sinuséw)
Przeksztatcamy réwnanie w sposéb réwnowazny:

sinx +sin3x +sin2x =0
2 sin 2x cos(—x) + sin2x =0

sin2x (2cosx+1)=0

sin2x =0 Ilub cosx = —%
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Stad 2x = kmr lub x = 23_7r + 2km lub x = 4% + 2km, gdzie k jest liczbg catkowita.
Zatem x =k % lub x = 2?71 + 2km lub x = 4?” + 2km, gdzie k jestliczbg catkowitg.
Rozwigzaniami réwnania sin x + sin 2x + sin 3x = 0 w przedziale (0, w) s3 liczby: 0, % :
2

3"

Inne przyktadowe realizacje.
1)
Przeksztatcamy rownanie w sposéb rownowazny:

sinx + sin2x +sin3x =0
2 sin(1,5x) cos(—0,5x) + sin3x =0
2 sin(1,5x) cos(—0,5x) + 2 sin(1,5x) cos(1,5x) = 0
2 sin(1,5x) (cos(—0,5x) + cos(1,5x)) = 0
2sin(1,5x) =0 lub cos(—0,5x) + cos(1,5x) =0
2sin(1,5x) =0 lub 2cos(0,5x) cos(—x) =0
Stad 1,5x = km lub 0,5x = %+ km lub x = %+ km, gdzie k jest liczbg catkowita.

Zatem x = 2?71 k lub x =m+ 2kr lub x = %+ km, gdzie k jest liczbg catkowita.

Rozwigzaniami rownania sinx + sin 2x + sin3x = 0 w przedziale (0, ) sg liczby: 0, g :
21

3"

2)

Przeksztatcamy réwnanie w sposéb réwnowazny:
sinx +sin2x +sin3x =0
sinx + 2 sin(2,5x) cos(—0,5x) = 0
2sin(0,5x) cos(0,5x) + 2 sin(2,5x) cos(0,5x) = 0
2 co0s(0,5x) (sin(0,5x) + sin(2,5x)) =0

2 cos(0,5x) =0 lub sin(0,5x) + sin(2,5x) = 0

2co0s(0,5x) =0 lub 2sin(1,5x) cos(—x) = 0
Stad 0,5x =7+ km lub 1,5x =k lub x =7 + kr, gdzie k jest liczba calkowita.

Zatem x =+ 2km lub x = 2?” -k lub x = %+ km, gdzie k jest liczbg catkowita.
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Rozwigzaniami réwnania sinx + sin 2x + sin 3x = 0 w przedziale (0, ) sg liczby: 0, % ,
2m
3"

Sposbb 2. (sinus sumy)
Przeksztatcamy rownanie w sposob réwnowazny:

sinx +sin2x +sin3x =0
sinx + sin 2x + sin(x + 2x) =0
sinx + sin 2x + sinx cos 2x + cosx sin2x = 0
sinx (1 +2cosx + cos2x +2cos?x) =0
sinx (1+2cosx+2cos?x—1+2cos?x)=0
sinx =0 lub 4cos?x+2cosx=0

sinx=0 lub cosx=0 lub 2cosx+1=0

Stad x = km lub x = g + km lub x = Z?H + 2km lub x = 4% + 2km, gdzie k jestliczbg
catkowita.
Rozwigzaniami réwnania sin x + sin 2x + sin3x = 0 w przedziale (0, ) sg liczby: 0, % :
21
37
Sposéb 3. (sinus rdéznicy)
Przeksztatcamy rownanie w sposéb rownowazny:

sinx +sin2x +sin3x =0

sin(2x — x) + sin 2x + sin(x + 2x) = 0
sin 2x cos x — cos 2x sinx 4 sin 2x 4 sinx cos 2x + cosx sin2x = 0
2sin2xcosx +sin2x =0
sin2x (2cosx+1) =0
| dalej jak w sposobie 1.
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Zadanie 12. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymagania ogoélne Wymagania szczegoétowe
[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
IV. Uzycie i tworzenie strategii. R3.1) stosuje wzory Viéte'a;

R3.2) rozwigzuje rownania i nierownosci
liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zasady oceniania

Zdajacy Ootrzymuje .............ooooiiiiiiiiiii 1 pkt
gdy:

e poprawnie rozwigze nieréwnos¢ A>0: m # 1

(dla sposobu 1.)
ALBO
. 1 1 1 1 . L . .
o przeksztaici warunek — + —+ 2 = — + — do postaci pozwalajgcej bezposrednio
x1 XZ xl xz

X1+XZ +2 = (X1+X2)2—2X1'XZ
X1%2 (g %)

zastosowac wzory Viéte’a, np.

(dla sposobow 1. 2.),
ALBO
e wyznaczy pierwiastki tréjmianu x> — (m+ Dx+m: x; =1, x, =m
(dla sposobu 2.).

ZdaJaCy OtrZYMUJE .....ooovniiiiiiiiieie e e e e e e e e e e e e e e arr s 2 pkt
gdy:
e poprawnie rozwigze nieréwnos¢ A>0: m # 1
oraz
. 1 1 1 1 . L . .
przeksztatci warunek o + o~ + 2 = — + — do postaci pozwalajgcej bezposrednio
1 2 X1 X3
2
zastosowaé wzory Viéte'a, np. Nty o= (x1+%5) —22xl-x2
1°%2 (x1°%7)
(dla sposobu 1.)
ALBO
e zapisze rownanie z jedng niewiadomg m, np.
2
mil ot =om g 114 L
m m m m
(dla sposobdw 1.1 2.),
ALBO
e wyznaczy pierwiastki tréjmianu x> — (m+ Dx+m: x; =1 lub x, =m

oraz
zapisze, ze x; #x, da m#1
(dla sposobu 2.).
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Zdajacy otrzymuje ...
gdy:
e poprawnie rozwigze nieréwnos¢ A>0: m # 1
oraz
zapisze réwnanie z jedng niewiadomag m, np.
2
m_-|'1_|_2:w11+l_{_2:1_|_i2
m m m
(dla sposobu 1.)
ALBO
e zapisze rownanie
200
2m2+m—1=0 lub %zo lub m2m2 +m—1) =0
(dla sposobow 1. 2.),
ALBO
e zapisze,ze x; #x, dla m# 1
oraz
zapisze réwnanie z jedng niewiadomg m, np.
2
m_+1_|_2:w11+l+2:1+i2
m m m m
(dla sposobu 2.).
Zdajacy OtrZYMUJE ........cooouiiiiiii e e et e e ra e e e aaaas
gdy:
e poprawnie rozwigze nieréwnos¢ A>0: m # 1
oraz
gdy zapisze rownanie
2m*+m—1=20 lub Tzo lub m2m“+m—-1)=0
(dla sposobu 1.)
ALBO
2
e . m+1 _ (m+1)"—2m 1 _ 1
e rozwigze réwnanie T+2 Y E— lub 1 +ﬁ+2 =1 +m2 :
m=-1Ilub m= %
(dla sposobow 1. 2.),
ALBO
e zapisze,ze x; #x, dla m# 1
oraz
zapisze réwnanie
200
2m2+m—1=0 lub 2’”;—;"120 lub m2m2 +m—1) =0
(dla sposobu 2.).
ZdaJaCy OtrZYMUJE ......oeeiiiiiiiiiie e e e e e et e e e e e e eeaeenn s

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

gdy spemni nastepujace cztery warunki:
1) zapisze m # 0

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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1.

m+1 (m+1)°=2 1
m2 m?’

2) rozwigze rownanie — T 2= ™ ub 1+ % +2=1+
m=-—1Ilub m= %

3) rozwigze nieréwnos¢ A > 0
LUB
wyznaczy wartosci parametru m, dla ktérych x; # x,: m # 1 oraz sprawdzi, ze
otrzymane warto$ci parametru m spetniajg warunki zadania

4) zapisze poprawng odpowiedz: m = —1 lub m = % .

Uwagi:

1. Jesli zdajacy wprowadza dodatkowe zatozenie, nie wynikajgce z warunkoéw zadania (np.
x;1 + x5 # 0), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 4 punkty.

2. Jesli zdajgcy stosuje btedng tozsamosé: x2 + x5 = (x; + x,)? i zamiast

2 2
X1+XZ +2= (x1+x2) —le'xZ X1+XZ +2= (X1+XZ)2

- otrzyma —— oraz doprowadzi
X1°%2 (x1Xy) X1 %2 (x1x2)
rozwigzanie konsekwentnie do konca, to moze otrzymaé co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie.

3. Jesli zdajacy, wyznaczajac pierwiastki trojmianu x; = 1 oraz x, = m, przyjmuje
btednie VA = m — 1, i konsekwentnie rozwigze zadanie do kohca, to moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie-

4. Jesli zdajgcy przy przeksztatcaniu warunku L + L +2= iz + iz do postaci
xl x2 xl xz

pozwalajgcej na zastosowanie wzoréw Viéte'a popetni btad, w konsekwencji ktérego
otrzymuje réwnanie liniowe z niewiadomg m, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za
cate rozwigzanie (za poprawne zastosowanie wzoréw Viete’a oraz rozwigzanie warunku
A > 0).

5. Jesli zdajgcy poprawnie przeksztatci warunek L + L +2= 12 + 12 i zapisze
x1 x2 xl x2

poprawne rownanie z niewiadomg m, lecz w dalszej czesci popetnia btgd prowadzacy
do otrzymania réwnania liniowego z niewiadomg m, to moze otrzymac co najwyze;j
3 punkty za cate rozwigzanie.

Przykladowe petne rozwigzania

Sposab 1.
Tréjmian x2 — (m + 1)x + m ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste wtedy i tylko wtedy,

gdy jego wyroznik A jest dodatni. Rozwigzujemy warunek A > O:
m+1)?—-4m >0
m?2—-2m+1>0
(m—-12%2>0
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m#*1

Pierwiastki x; oraz x, tréjmianu x? — (m + 1)x + m sgrdézne od zera tylko wtedy, gdy

X1 - X5 # 0. Ze wzoru Viéte’a otrzymujemy m # 0.
. . 1 1 1 . .
Rownos¢ — + — + 2 = — + — przeksztatcamy rownowaznie
xl xz xl xz

X, + X, xZ + x3

t2=——7

X1 Xy xZ - x2
x1+x2+ _ (x1+x2)2—2x1'x2

X1 X2 a (x1 * x3)?

i stosujemy wzory Viete’a: x; +x, =m+1 i x; - x, = m, otrzymujgc dalej

m+1 (m+1)?-2m
— —+2= _
m m

m?4+m+2m?=m?+1
2m?+m—-1=0

(m+1)2m—-1)=0

m=-1Ilub m= %
Zatem réwnanie x2 — (m + 1)x + m = 0 ma dwa rézne rozwigzania spetniajgce warunki

zadania, gdy m € {—1, %}

Sposéb 2.

Zauwazamy, ze tréjmian x? — (m + 1)x + m mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej:

(x —1)(x —m), wiec liczby 1 oraz m sa pierwiastkami tego tréjmianu. Zatem x; # x,
gdy m # 1. Pierwiastki te sg rozne od zera, gdy m # 0.

Rozwigzujemy warunek L + L + 2= iz + iz :
X1 xz xl xz

1 1
1+—=+2=1+— /- m?
m m

m>+m+2m?>=m?+1

2m?+m—-1=0

1
m=—1 lub m=x5

Zatem réwnanie x%2 — (m + 1)x + m = 0 ma dwa rézne rozwigzania spetniajgce warunki

zadaniadla m € {—1, %}
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Zadanie 13. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

P9.3) stosuje trygonometrie do obliczen
dtugosci odcinkow, miar kagtow [...]
graniastostupéw;

R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinusow i cosinusow.

Zasady oceniania

ZdaJaCy OtrZYMUJE .....oooveiiiiiiiiiieiee e e e e e e e e e e e e e eer s 1 pkt
gdy spefni jeden z ponizszych warunkdéw:
1) obliczy cosa: cosa = %
2) wyznaczy lub obliczy iloczyn dlugosci przekatnych AF i AH:
2P
|AF| - |AH| = ﬁ lub |AF]|-|AH| = 57,2
3) zapisze zwigzek miedzy diugoscig przekatnej podstawy graniastostupa
i dtugosciami krawedzi jego podstawy
oraz
zwigzek miedzy dlugoscig przekatnej jednej ze Scian bocznych graniastostupa
a dtugosciami krawedzi tej sciany bocznej, np.:
|BD|?> = |AB|? + |AD|? i |AH|?> = h? + |AD|?
(lub |BD|? = |AB|?> + |AD|? i |AF|?> = h? + |AB|?)
4) zapisze rownos¢ wynikajgcg z twierdzenia cosinusow dla trojkata AFH:
|FH|?> = |AH|? + |AF|?> — 2 - |AH| - |AF| - cos a.

Zdajacy OtrzymMUJE ...........ooooiiiiiiiiii 2 pkt
gdy spemni dwa sposréd warunkéw 1)—4) okreslonych w zasadach oceniania za 1 punkt.

Zdajacy otrzymuje ... 3 pkt
gdy spetni warunek 4) oraz dwa sposrod warunkow 1)-3) okreslonych w zasadach oceniania
za 1 punkt.

Zdajacy OtrzymUJe ...........coooiiiiiiiiii 4 pkt
gdy:

e spetni wszystkie warunki od 1) do 4) okreslone w zasadach oceniania za 1 punkt
ALBO

e zapisze rownosc, ktorej bezposrednie przeksztatcenie prowadzi do obliczenia

wysokos$ci graniastostupa, np. h? = 1%\/(12 + h? - Vb2 + h2,

Zdajacy otrzymuje ..o 5 pkt
gdy zastosuje poprawng metode i obliczy wysoko$¢ h graniastostupa: h = vV22.
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Uwagi:

1. Jesli zdajacy niepoprawnie stosuje twierdzenie Pitagorasa lub twierdzenie cosinuséw,
i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymacé za cate rozwigzanie co
najwyzej 3 punkty.

2. Jedli zdajgcy zaktada, ze |AH| = |AF| albo Zze czworokgt ABCD jest kwadratem
i korzysta z tego, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

3. Jesli zdajacy zaktada, ze trojkat AFH jest prostokatny i z tego zatozenia korzysta, to za
cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 1 punkt (gdy spetni trzecie kryterium zasad
oceniania za 1 punkt).

4. Jesli zdajgcy pomija wspotczynnik % we wzorze na pole tréjkata, to moze otrzymacé za

cate rozwigzanie co najwyzej 4 punkty.
5. Jesli zdajgcy przyjmuje konkretne wartosci dtugosci krawedzi graniastostupa, to za cate
rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Oznaczmy |AD| = a, |AB| = b, |AH| = d, |AF| = e, |FH| = ¢ (zobacz rysunek).

Poniewaz Ppry = 26,4 oraz sina = 3 , wiec
G F
PAAFsz-d-e-sina .
1
1 12 H ' E
264==-d-e-— |
2 13 :
1
d-e=7572 |
|
Stosujemy do tréjkata AFH twierdzenie cosinusow h "\ d e
i otrzymujemy :
c?=d*+e*—2-d-e-cosa ,(‘:J' """ /B
Re (04 b
c?=d*+e*—2-572cosa g
D a A

. : 12\* 25 . : .
Obliczamy cosa: cos?a=1—sin?a=1-— (ﬁ) =749 ikat a jestostry, wigc

5
cosa = 13 Zatem

5
2=d?4+e2-2-572-—
c +e 13

c2=d?*+e?—44
Stad, wobec c¢? = a%? + b? oraz d? = h* +a? i e? = h? + b?, otrzymujemy
a?+ b%* = h®+a*+ h*+ b* — 44

h =22
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Zadanie 14. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

P8.3) wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest
réwnolegta lub prostopadta do prostej danej
w postaci kierunkowej i przechodzi przez
dany punkt;

P8.6) oblicza odlegto$¢ dwdch punktow;
R8.1) oblicza odlegtos¢ punktu od proste;j;
R8.4) oblicza wspoirzedne oraz dtugosé

wektora [...].
Zasady oceniania
Zdajacy OtrzymuUJe .............ooooiiiiiiiiiiii 1 pkt
gdy:
e obliczy odlegto$é punktu A od prostej y = x — 1: d = 3v2
ALBO

e gdy zapisze wspotrzedne punktu B lub C w zaleznosci od jednej zmiennej, np.
B = (xB yXp — 1)1 C= (xC yXc — 1)1

ALBO
e zapisze rownanie z niewiadomymi xg, Vg, Xc, Yo Wynikajgce z warunkow zadania,
np.
1
510G +3)- (e =2) = (g = 2) - (e +3)[ =15
LUB
Ve +3) + (ve — 2)2 = (xc — x5)%* + (V¢ — ¥8)?
Zdajacy otrzymuje ..o 2 pkt
gdy:

e obliczy odlegtos¢ d punktu A od prostej y = x — 1 oraz obliczy dlugosci

odcinkéw AC i BC: |BC|=5V2, d =32
ALBO
e zapisze réwnanie z niewiadomymi xg i x. , np.

%'I(XB+3)'(XC_3)_(XB_3)'(XC+3)|=15

LUB
Ve +3)% + (xc — 3)2 =/ (xc — x5)% + (x¢ — x5)?
ALBO
e wyznaczy rownanie prostej CS, w ktérym wspotczynniki sg zalezne od xp:
y — x—B;l =— —Z:’i : (x — —x32_3) (sposéb 3.),
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ALBO
e zapisze uktad dwdch réwnan z czterema niewiadomymi xg, Y5, Xc, Yc » NP-

LG +3) G =2) = 0 =2 G + 3 = 15
i \/(xC+3)2+ (yc — 2)? :\/(xc—xB)z + (e —yB)?.

Zdajacy OtrzymuUJe ............ooooiiiiiiiiiiii 3 pkt
gdy:
e zapisze réwnanie, w ktérym niewiadomymi sg wspotrzedne x. oraz y. punktu C,

np. /(xc +3)2 + (yc — 2)2 = 5v2

ALBO
e wyznaczy odlegtos¢ AC w zaleznosci od pierwszej wspotrzednej punktu C:

|AC| = \/(xc - (—3))2 + (xc — 1 — 2)? oraz obliczy odlegto$é d punktu A od

prostej v = x — 1: d = 32,
ALBO
e zapisze uktad dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi xg i X , np.

21 +3) (e —3) — (5 — 3) (g + 3)| = 15
i (e +3)%+ (xe —3)% = /(¢ — x5)? + (x¢c — x5)2

ALBO
e wyznaczy wspotrzedne punktu C w zaleznosci od xg:

2 _ 2 _ _
C = (XB—g,M) (spos6b 3.),

2xp 2xp
ALBO
e zapisze jedno z rownan z dwiema niewiadomymi xg i yp:
Vg —0)2 + (yp + 1)2 =2 lub /(x5 — 0)2 + (v + 1)2 = 9v/2 (sposéb 4.),
ALBO
e zapisze réwnanie z dwiema niewiadomymi x. i y.:

Ve — 0)2 + (yc + 1) = 4v/2 (sposéb 4.).

Zdajacy OtrzymUJe ...........coooiiiiiiiiii 4 pkt
gdy:
e zapisze rownanie z jedng niewiadomag, pozwalajgce wyznaczy¢ wspotrzedne
punktu C lub punktu B, np. /(xc +3)2 + (xc —3)2 = 5v2
LUB

J@—xp)2 + (d—x5)? = 52,
LUB

VO =02+ (e — 1+ D2 = 4V2
ALBO
e zapisze réwnanie z niewiadomg xg:
2 2 2
2 . 2 x,23—9 _ xgp—3 Xgp—2xp—9 _ xg+1 _ ,
(x5 +3)% + (x5 — 3) )((_sz 2 4 (T =) )_ 900 (sposob 3.),
ALBO
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e zapisze dwa réwnania z niewiadomg xg:
g =02+ (g —1+1)2=+v2i(xg—0)2+ (xg — 1+ 1)2 = 9v/2 (sposdb 4.).

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......oooniiiiiiii e e e e e e et a e e e e e e e eaare s 5 pkt
gdy nie utozsamia zadnego wierzchotka B z zadnym z wierzchotkéw C (ani C z B) oraz
spetni jeden z ponizszych warunkéw:

1) obliczy odciete punktow C; i C,

2) obliczy odciete punktéw B,, B, B3, B,

3) obliczy odcietg jednego z punktéw C i odciete odpowiadajacych temu punktowi

dwdch punktow B

4) obliczy odciete dwéch punktéw B i odciete punktéw C, odpowiadajgcych tym

punktom B.

ZdaJaCy OtrZYMUJE .....ooovniiiiiiiiieeee e e e e e e e e e e e e e e e aer s 6 pkt
gdy obliczy wspétrzedne punktéw B i C oraz zapisze te punkty w odpowiednich parach:
C=(43)iB=(—-1-2) oraz

C=M3)iB=(98),o0raz

C=(-4,-5)1B=(1,0),oraz

C=(—4,-5) i B=(-9,—-10).

Uwagi:

1. Jesli zdajacy obliczy dtugosci odcinkéw AD, AC i CD (punkt D jestrzutem
prostokatnym punktu A na prostg o réwnaniu y = x — 1) i odczyta wspotrzedne
punktu C z rysunku, gubigc jedno rozwigzanie, to otrzymuje 4 punkty.

2. Jesli zdajgcy rozwaza trojkgt rownoramienny ABC, w ktorym |AB| = |AC|, to za cate
rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 1 punkt (za obliczenie odlegtosci punktu A od
prostej BC lub zapisanie wspoétrzednych punktu B (lub C) za pomocg jednej zmiennej,
lub zapisanie réwnania % |(xg +3) - (y¢ —2) — (yg — 2) - (xc + 3)| = 15), aiile nie
nabyt praw do innej punktacji.

3. Jesli zdajgcy popetni w rozwigzaniu btgd merytoryczny (np. zamiana miejscami
wspotrzednych punktu, btedne zastosowanie wzoru na odlegtos¢ punktu od proste;,
btedne zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia, stosowanie nieistniejgcego wzoru
Vt + u =Vt + Vu, btednie zapisana réwno$é wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa)

i konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze zadanie do kohca, to za cate
rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 4 punkty.

4. Jedli zdajacy popetni w rozwigzaniu btgd rachunkowy, w konsekwenc;ji ktérego otrzymuje
dwie pary punktow, to moze otrzymacé co najwyzej 5 punktow.

5. Jesli zdajgcy narysuje w uktadzie wspétrzednych prostg o réwnaniu y = x — 1, zaznaczy
punkt A oraz jedng pare punktéw B i C ina tej podstawie zapisze wspotrzedne
wierzchotkow B i C jednego z trojkatow spetniajgcych warunki zadania oraz sprawdzi
rachunkiem, ze pole tego trojkata jest rowne 15, to otrzymuje 1 punkt.
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Przykladowe petne rozwigzania

Sposob 1.

Obliczamy odlegto$¢ d punktu A odprostej x —y—1=0: d = % = 3v/2.

Obliczona odlegtosé d jest réwna wysokosci tréjkata ABC poprowadzonej z wierzchotka A
na bok BC.

Obliczamy dtugos$¢ boku |BC|:

1
PAABC=§'d'|BC|

2P,
|BC| — AABC — 5\/5
d
Niech x. oznacza pierwszg wspotrzedng punktu C. Punkt C lezy na prostej o rownaniu
y=x—1,zatem C = (x.,x; — 1).
Korzystajac z warunku |AC| = |BC| oraz ze wzoru na dlugos$¢ odcinka, otrzymujemy
kolejno

J(xc - (—3))2 +(xc—1-2)2=5/2

Ve +3)% + (xc — 3)% = 5V2
xZ+6xc+9+x%—6x:+9 =50
2x2—-32=0
2(c —4)(xc+4) =0
Xc=4 lub x,=-4
Zatem C = (4,3) lub C = (—4,-5).
Niech xp oznacza pierwszg wspétrzedng punktu B. Punkt B lezy na prostej o réwnaniu

y=x—1,zatem B = (xg,xg — 1).
Poniewaz |BC| = 5v2, wiecdla C = (4,3) otrzymujemy

J(4 —xp)2+ (3 (xz — 1))  =5v2

\/(4—x3)2+(4—x3 2 =52
2-(4—x5)2=50

|4 —xp| =5
xg=—1 lub xp =9
Zatem B = (—1,-2) lub B = (9, 8).
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Obliczamy wspotrzedne punktu B dla C = (—4,—5):

|BC| = 5v2

J(—4 —x5)? + (=5 — (x5 — 1))" = 5v2

V(=4 = x5)? + (=4 — x5)2 = 5V2
2-(—4—x5)%>=50
|4 + x| =5
xg=1 lub x5 =-9

Zatem B = (1,0) lub B = (—9,—-10).

Warunki zadania spetniajg cztery pary punktow:
C=(043)iB=(—-1,-2) oraz

C=(4,3)i B=(98),o0raz

C=(—4,-5) i B=(1,0), oraz
C=(—4,-5) i B=(-9,—-10).

Uwaga:

Wspoitrzedne punktu C mozemy otrzymag, rozwigzujgc uktad réwnan
y=x-—1

{(x+3)2+(y—2)2 =50

Sposob 2.

Punkty B i C lezg na prostej o réwnaniu y = x — 1, zatem B = (xg,xg — 1) oraz
C = (xc,xc—1).

Korzystamy ze wzoru na pole tréjkata

1
Ppape = 2 |(xg — x2) Ve — ya) — g — ya) (xc — x4)|

i uwzgledniamy warunek Ppspc = 15:

1
PABC=E'|(XB+3)'(xC_1_2)_(xB_l_Z)'(xC-l'B)l

1
15 == E|6xc - 6xB|

5= [x¢c — xpl
Stad i z tego, ze |AC| = |BC|, otrzymujemy uktad réwnan

{IACI=IBCI
lxc —xp| =5
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Zatem

o {«xc +3)2 + (x¢c = 3)% = /(e — x5)% + (xc — x5)?

xC_xB:5

lub

@ {J(xc +3)2 + (x¢ — 3)% = /(xc — %)% + (xc — x5)?
Xc—Xp = —

Rozwigzujemy ukfad réwnan (1):

{x§+6xc+9+x5—6xc+9=52+52
Xc—Xg =5

Z pierwszego réwnania otrzymujemy réwnanie kwadratowe 2xZ + 18 = 50. Stad x. = 4
lub x, = —4.

Obliczamy wspotrzedne punktéw B i C.

Dla x, = 4 otrzymujemy C = (4,3) i B=(—1,-2).

Dla x; = —4 otrzymujemy C = (—4,—5) i B = (—9,—10).

Rozwigzujemy uktad réwnan (2):

{x§+6xc+9+x5—6xc+9=52+52
xC_xB:_S

Z pierwszego réwnania otrzymujemy réwnanie kwadratowe 2x2 + 18 = 50. Stgd x. = 4
lub x; = —4.

Obliczamy wspoétrzedne punktéw B i C.

Dla x; =4 otrzymujemy C = (4,3) i B =(9,8).

Dla x, = —4 otrzymujemy C = (—4,-5) i B = (1,0).

Warunki zadania spetniajg cztery pary punktow:

C=@(4,3)i B=(—1,-2) oraz

C=(4,3)iB=(98),oraz

C=(—4,-5) i B=(1,0), oraz

C=(—4,-5) i B=(—-9,-10).

Sposob 3.
Niech xp oznacza pierwszg wspétrzedng punktu B. Punkt B lezy na prostej o rownaniu

y=x—1,zatem B = (xz,xgz — 1). Srodek S podstawy AB ma wspétrzedne

S_(xA+xByA+yB)_<—3+xB2+x3—1)_<x3—3x3+1>
U2 2 ) 2 2 U2 2

Jesli xp = x4 = —3,towtedy § = (#,_3;1) = (—3,—1), prosta AB ma réwnanie
x = —3, wiec prosta zawierajgca wysokos¢ tréjkgta ABC opuszczong z wierzchotka € ma
rownanie y = —1. Wobec tego C = (x;,—1). Punkt C lezy na prostej o réwnaniu
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y=x—1,wiec —1 =x,—1, czyli x; =0.Zatem C = (0,—1). Podstawa AB tréjkata
ABC ma wtedy dtugos¢ |AB| = 6, awysoko$¢ SC jestrowna |SC| = 3. Pole trojkata jest
wtedy réwne

1 1
PABc:§'|AB|'|5C|=§'6-3=9¢15

Zatem xp # —3, CO 0znacza, ze prostg AB mozna opisac¢ rownaniem kierunkowym.
Wspotczynnik kierunkowy tej prostej jest réwny

Yp—Ya xp—1—2 xp—3

Xg—X4 xg—(=3) xg+3

Jesli xz = 3, towtedy S = E,ﬂ = (0,2), yg = 2 iprosta AB ma réwnanie
2 2

aap =

y = 2, wiec prosta zawierajgca wysokos¢ trojkgta ABC opuszczong z wierzchotka € ma
rownanie x = 0. Wobec tego C = (0,—1). Podstawa AB trojkgta ABC ma wtedy dtugos$¢
|AB| = 6, a wysokos¢ SC jestrowna |SC| = 3. Pole tréjkata jest wtedy réwne

1 1
PABc:§’|AB|'|5C|=§'6'3=9¢15

Zatem xp #+ 3.

Prosta SC jest prostopadta do prostej AB, wiec wspoétczynnik kierunkowy prostej SC jest
rowny

xg +3

XB - 3

asc =

Zatem réwnanie prostej SC ma postac

Y —¥s = agc(x — xg)

xB+1_ xB+3 ( XB_B)
YT T =3 T2
_ xp+3 + oy 42
Y= xg—3 X %B
y=x—1
Wyznaczamy wspotrzedne punktu C, rozwigzujgc ukfad réwnan _ xp+3
=—-T S xtxp+t 2
B
Stad
(xB 3, 1) = xp +3
XB - 3 = xB
2xp
‘X =xp+3
X —3 X = Xp

Gdy xp = 0, to rownanie jest sprzeczne, wiec xz # 0. Mozemy zatem podzieli¢ obie strony

sz
xB_3 !

réwnania przez otrzymujgc

(g +3)-(xp—3) % -9
X = sz - Z.XB

Strona 36 z 45


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

2 2
_(p)” =9, _ (xp)” —2xp—9

zatem y = 2xp 2xg el ¢ =<

2 2
(XB) -9 (xB) —ZXB—g

Pole trojkata ABC jest rowne 15, wiec % |AB| - |SC| = 15 i stad otrzymujemy kolejno

|AB|% - |SC|? =900

(G + 37 + =997 (B2 - 259) + (22— 22)) < 000

2xp 2 2Xp

2 o .2 2 2 o g a2 . N2
(2x% +18) ((x—B M) 4 () )= 900

2xp 2xp
20 +9) (3(57) +5 (7)) =900
(2 +9) ((xi—:)z + (xi—f)z) = 200
(2 +9) (x§—6x3+9x-ll-23x,23+6x3+9) — 200
(x2 +9) (“ig“‘) = 200

2 (x2 +9)% = 200
XB

(x2 +9)% = 100x3
(x2+9)%? — (10x5)2 =0
(x24+9 —10x5)(x52+9 + 10x5) =0
(x2 —10x5 +9)(x2 + 10x5 +9) =0
(xg = Dxg =N+ D(xp+9) =0

Xxg=1 Ilub xg =9 lub xg =-1 lub x5 =-9
2_ 2_9.1 _
Gdy x5 =1,t0 B=(1,0) i C = (%1 = 9) = (—4,—5).
2_ 2_9.0—
Gdy x5 =9,t0 B=(9,8) i €= (22, 2") = (4,3).

(-1%-9 (-1)*-2:(-1) -9
2:(-1) ’ 2:(-1)

Gdy x5 = —1,t0 B = (—=1,-2) i C=( )=(4,3).

_ (o _ . _ ((=9)%2-9 (-9)2-2-(-9) -9\ _ a4
Gdy xp = —9,t0 B =(=9,-10) i € = 2 S ) = (-4,-5).
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Sposab 4.
Obliczamy odlegtos¢ d punktu A = (—3,2) od prostej x —y — 1 = 0:
-3-2-1
g=137271 3v2
V2
Obliczona odlegtos¢ jest wysokoscig tréjkata ABC opuszczong na prostg BC. Poniewaz
pole trojkgta ABC jest rowne 15, wiec %-d -|BC| = 15 istad |BC| = % = 5v/2.

Niech D oznacza spodek wysokosci tréjkgta ABC opuszczonej na prostg BC.
Obliczamy wspétrzedne punktu D.

Prosta prostopadta do prostej o rownaniu y = x — 1, przechodzgca przez punkt A, jest
okreslona réwnaniem y —2 = —(x + 3), czyli y = —x — 1.

Punkt D jest punktem wspélnym prostych BC i AD, zatem

x—1=—-—x-1

wiec x=0iy=0—-1=-1,czyli D=(0,—-1).

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata prostokgtnego ADC i wobec
|AD| = d = 3v2 oraz |AC| = |BC| = 5v2 otrzymujemy |CD| = 4+/2.
Niech C = (x.,xc; — 1). Poniewaz |CD| = 42, wiec

\/(XC)Z + (XC -1+ 1)2 = 4‘\/5

a stad
2(xc)? = 32
Zatem xc2 = 16, czyli xc = 4 lub x; = —4.
Otrzymujemy punkty o wspétrzednych: € = (4,3) lub C = (—4,-5).
Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.

Przypadek 1. (gdy punkt D lezy na boku BC).
Punkt B lezy na prostej o rownaniu y = x — 1, wiec B = (xg, x5 — 1).
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Poniewaz D lezy na boku BC, wiec |BD| = |BC| — |CD| = 5v2 — 42 = /2. Zatem

Vg =02+ (g —1+1)2=+2

istad 2(xp)? =2,czyli x5 =1 lub x5z = —1.

Otrzymujemy punkty o wspétrzednych: B = (1,0) lub B = (—1,—-2).

Gdy B =(1,0),towtedy C = (—4,-5),agdy B = (—1,-2),to C = (4,3), gdyz punkt
D lezy miedzy punktami B i C.

Przypadek 2. (gdy punkt D nie lezy na boku BC).
Punkt B lezy na prostej o rownaniu y = x — 1, wiec B = (xg, x5 — 1) .
Poniewaz D nie lezy na boku BC, wiec |BD| = |CD| + |BC| = 4V2 + 52 = 9V2. Zatem

Vg =02+ (xp—1+1)2=9V2

istgd 2(x5)2 =81-2,czyli x5 =9 lub x5z = —9.

Otrzymujemy punkty o wspotrzednych: B = (9,8) lub B = (—9,—10).

Gdy B =(9,8),towtedy C = (4,3),agdy B = (—9,—10),to C = (—4,—5), gdyz punkt
B lezy miedzy punktami D i C.

Ostatecznie otrzymujemy cztery tréjkaty spetniajgce warunki zadania o wierzchotkach
A=(-3,2) oraz

B=(1,0)i C=(—4,-5) lub

B=(-1,-2)i C=(43),Iub

B=(98)iC=(43),Ilub

B=(-9,—-10) i C = (—4,-5).
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Zadanie 15. (0-7)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R11.6) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania dla sposobu 1.
Czesé¢ a)

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......oovuiiiii i e e e e et e e e e e e e e aare s 1 pkt
gdy wyznaczy i zapisze diugo$¢ a podstawy oraz wysokos¢ h trojkgta w zaleznosci od

dtugosci b ramienia trojkata: a = 18 — 2b, h = +/18b — 81.

Zdajacy OtrZyMUJE ...........oooiiiiiiiiii 2 pkt
gdy zapisze pole tréjkata jako funkcje jednej zmiennej b:
(18 —2b) - V18b — 81 _ \/(18 — 2b)?(18b — 81)

2 B 2

P(b) =

Czesé b)

ZdaJaCy OtrZYMUJE .....oooveiiiiiiiiiieiee e e e e e e e e e e e e e eer s 1 pkt
gdy poprawnie wyznaczy dziedzine funkcji P: (%, 9).

Czesc¢ ¢)

Zdajacy OtrzymUJE ...........ooooiiiiiiiiii 1 pkt
gdy wyznaczy wzér pochodnej funkcji f, np.

f'(b) = (=72 + 8b)(18b — 81) + (324 — 72b + 4b?) - 18 lub

f'(b) = 216b% — 3240b + 11664, lub f'(b) = 216(b? — 15b + 54).

Zdajacy otrzymuje ..o 2 pkt
gdy obliczy miejsca zerowe pochodnej funkcji f: b = 6.

Zdajacy otrzymuje ..o 3 pkt
gdy zbada znak pochodnej funkcji f: f'(b) >0 dla b € (%6) oraz f'(b) <0 dla

b € (6,9) oraz wyznaczy (z uzasadnieniem) wartos¢ zmiennej b, dla ktorej funkcja f
osigga wartos¢ najwiekszg, np.

funkcja f zmiennej b (okreslona na przedziale (%,9)) jest rosngca w przedziale (%6]

oraz malejgca w przedziale [6,9), wiec w punkcie b = 6 osigga najwiekszg wartosc.
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Zdajacy otrzymuje ..ot 4 pkt
gdy zapisze, ze dtugos¢ podstawy i ramienia tréjkgta o najwiekszym polu sg rowne
odpowiednio a =6 i b = 6.

Uwagi do czesci ¢):

1. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisaé w inny sposob, np. szkicujgc wykres
funkgiji, ktéra w ten sam sposdb jak pochodna zmienia znak i zaznaczajgc na rysunku, np.
znakami ,+” i ,-”, znak pochodnej.

2. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada wartos¢ najwiekszg dla
wyznaczonej wartosci b, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznaé sytuacje, gdy
zdajacy:

— opisuje (stownie lub graficznie -np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos¢ funkcji f
lub

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci b funkcja f ma maksimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najwieksza wartos¢.

Jezeli zdajacy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to za cze$¢ ¢) moze otrzymacé co
najwyzej 3 punkty.

3. Jesli zdajgcy btednie wyznaczy dziedzine funkcji P zmiennej b, to moze otrzymac punkt
za dwa ostatnie kroki w czesci c) tylko wtedy, gdy wyznaczone przez zdajgcego miejsce
zerowe pochodnej nalezy do czesci wspolnej wyznaczonej przez zdajgcego dziedziny

i przedziatu (%9)
4. Jesli zdajagcy uzasadnia istnienie najwiekszej wartosci funkcji pola tréjkgta w zbiorze R,
to nie otrzymuje punktu za krok trzeci w czesci c).

5. Jesli w czesci ) zdajacy bada btedng funkcje , np. f(b) = (18_2b)518b_81) ,to za

cze$¢ c) otrzymuje 0 punktéw.
Zasady oceniania dla sposobu 2.
Czesé¢ a)
Zdajacy otrzymuje ... 1 pkt
gdy zapisze dtugo$¢ a podstawy w zaleznosci od dtugosci b ramienia tréjkgta oraz
dtugosci potrzebnych do zastosowania wzoru Herona: a = 18 — 2b, p = 2b2+a’

2b—a a

—a=—3p-b=3
Zdajacy otrzymuje ..o 2 pkt
gdy zapisze pole tréjkata jako funkcje jednej zmiennej b:

P(b) = (18 —2b) - V18b — 81 _ \/(18 — 2b)?(18b — 81)
B 2 B 2
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Czesc b)

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......oovviiiii i e e e e et a s e e e e e e eaarr s 1 pkt
gdy poprawnie wyznaczy dziedzine funkcji P: (%, 9).

Czes¢ ¢)

ZdaJaCy OtrZYMUJE ......ooouiiiiiiiiiieee e e e e e et a e e e e e e e aer s 1 pkt
gdy zapisze zaleznos¢ miedzy Srednig arytmetyczng i Srednig geometryczng :

2b—94+9—-b+9-b>

>3/(2b—9)-(9—b)-(9-b)

Zdajacy OotrzymuUje .............ooooiiiiiiiiiiii 2 pkt
gdy obliczy b , dla ktérego zachodzi rowno$¢ $redniej arytmetycznej i geometrycznej: b = 6.
Zdajacy OtrzymuUJe .............ooooiiiiiiiiiiii 3 pkt
gdy uzasadni, ze dla b = 6 funkcja P osigga warto$¢ najwieksza.

Zdajacy OtrzymuUJe .............ooooiiiiiiiiiiii 4 pkt
gdy zapisze, ze dtugos¢ podstawy i ramienia trojkgta o najwiekszym polu sg rowne
odpowiednio a = 6, b = 6.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob 1.

a)

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia:

a — dlugos¢ podstawy trojkata,

b — dtugos¢ ramienia tréjkata,

h — wysokos¢ tréjkata.

Obwad trojkata jest rowny 18, wiec a + 2b = 18 istgd a = 18 — 2b.

Z geometrycznych warunkow zadania wynika, ze a € (0,+) oraz b € (0, +), wiec
18 — 2b > 0, zatem b € (0,9).

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa i zwigzku a = 18 — 2b, otrzymujemy

1 2
= b= (5a)

h? = b? — <%(18 - 2b)>

h? = b2 — (9 — b)?

h? = 18b — 81
h =+v18b — 81
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Musi zachodzi¢ 18b — 81 > 0, wiec b > % .Zatem b € (%9)
Pole tréjkata o podstawie a iwysokosci h jestréwne P = %h.
Zapisujemy pole tréjkata jako funkcje P zmiennej b:

18 — 2b) -V18b — 81 9

b)
Z geometrycznych warunkow zadania wynika, ze a € (0,+o) oraz b € (0, +), wiec
18 — 2b > 0, zatem b € (0,9).

Z warunku trojkgta 2b > a , czyli 2b > 18 — 2b, wiec b > % . Zatem b € (%9)

Dziedzing tej funkciji jest przedziat (%, 9).

c)

Przeksztatcamy wzor funkcji P:

(18 —2b) - V18b — 81 _ /(18 — 2b)?(18b — 81)

P(b) = 2 2

Tworzymy funkcje pomocniczg f okreslong wzorem
f(b) = (18 - 2b)*(18b — 81) dia b € (3,9).
Wyznaczamy pochodng funkcji f:
f'(b) = (—72 +8b)(18b — 81) + (324 — 72b + 4b?) - 18 = 216b% — 3240b + 11664
Obliczamy miejsce zerowe pochodnej funkcji f:
f'(b) =0

9
216b% —3240b + 11664 =0 i b€ <§,9)

2 _ —0 | J
b?—15b+54=0 i be(5,9
b=6

Poniewaz f'(b) >0 dla b € (%6) oraz f'(b) <0 dla b € (6,9), wiec funkcja f jest

rosngca w przedziale (g 6) oraz malejgca w przedziale (6,9). Zatem funkcja f osigga
wartos$¢ najwiekszg dla b = 6.

Poniewaz funkcja g(x) = v/x, okreslona dla kazdej liczby x > 0, jest funkcjg rosngca, wiec
funkcja pola P osigga warto$¢ najwieksza dla tego argumentu, dla ktérego funkcja f
osigga warto$¢ najwieksza, tj. dla b = 6. Wtedy a =18 —2-6 = 6.

Sposréd rozwazanych tréjkatéw najwieksze pole ma trojkat réwnoboczny o boku 6.
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Sposdb 2.

a)

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia:

a — dlugos¢ podstawy trojkata,

b — dtugos¢ ramienia trojkata,

h — wysokos¢ trojkata.

Obwod tréjkata jest rowny 18, wiec a + 2b = 18 istad a = 18 — 2b.
Wyznaczamy pole trojkata, korzystajgc ze wzoru Herona.

Tréjkat jest rbwnoramienny, wiec potowa p obwodu trojkata jest rowna p = 2b2+ 2 oraz
_ _2bta _ 2b—a . _b_2b+a_b_g
T2 AT 'PTPET =7

Zatem

2 2 2 2

\/2b+a 2b—a a a
P =

Poniewaz a = 18 — 2b > 0, wiec

2b+18—2b 2b—18+2b 18—2b 18 —2b
P(b) = 2 ' 2 T2 T2

P(b) = \/9 -(2b—9)- (18 ; Zb)z

(18 —2b) -V18b — 81
2

P(b) =

b)

Wyznaczamy dziedzine funkcji P.

Z geometrycznych warunkow zadania wynika, ze a € (0,+o) oraz b € (0, +), wiec
18 — 2b > 0, zatem b € (0,9).

Ponadto z warunku dla tréjkagta 2b > a , wiec 2b > 18 — 2b istad b > % :

Dziedzing funkcji P jest przedziat (%,9).

c)
Z nierébwnosci miedzy $rednimi arytmetyczng i geometryczng dla liczb dodatnich 2b — 9,
9 — b, 9 — b otrzymujemy

2b—94+9—-b+9—
3

b 3
>3/(2b—9):(9—-b)-(9-b)

3>3/(2b—9)- (9 — b)?
27 > (2b—9) - (9 — b)?
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Zatem

J@2b—=9)-(9-b)2<3V3

przy czym rownos$¢ zachodzi tylko wtedy, gdy 2b —9 =9 — b, tj. dla b = 6.
Poniewaz

(18 —2b) -V18b — 81
2

P(b) = =3/(9—-b)2-(2b-9)

wiec P(b) < 3 - 3/3, przy czym réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy b = 6.
Zatem funkcja P osigga warto$¢ najwiekszg dla b = 6. Wtedy a =18 —-2-6 = 6.

Sposréd rozwazanych trojkatéw najwieksze pole ma trojkat réwnoboczny o boku 6.
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