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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — marzec 2021 r.

Uwaga: Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne, spetniajgce warunki
zadania.

Gdy wymaganie egzaminacyjne dotyczy tresci z Il etapu edukacyjnego — dopisano ,G”.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 20211

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegotowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R1.2) stosuje w obliczeniach wzér na

logarytm potegi oraz wzér na zamiane
podstawy logarytmu.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawna odpowiedz.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

Zadanie 2. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogdlne Wymaganie szczegétowe
[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R10.2) oblicza prawdopodobienstwo
warunkowe.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawna odpowiedz.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

1 Zatacznik nr 2 do rozporzgdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 20 marca 2020 r. w sprawie szczegdlnych
rozwigzan w okresie czasowego ograniczenia funkcjonowania jednostek systemu os$wiaty w zwigzku
z zapobieganiem, przeciwdziataniem i zwalczaniem COVID-19 (Dz.U. poz. 493, z p6zn. zm.).
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Zadanie 3. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegoétowe
Il. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R8.2) bada réwnolegtos¢ i prostopadtosc
prostych na podstawie ich réwnan
kierunkowych;
R11.3) korzysta z geometrycznej
interpretacji pochodnej.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawna odpowiedz.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
C

Zadanie 4. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegétowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R5.2) rozpoznaje szeregi geometryczne
zbiezne i oblicza ich sumy.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawna odpowiedz.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

Zadanie 5. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegétowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R10.1) wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji
z powtdrzeniami do zliczania obiektow
w sytuacjach kombinatorycznych.
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Zasady oceniania
2 pkt — poprawna odpowiedz.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
212]|0

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegoétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

2.1) uzywa wzoréw skréconego mnozenia
na (a +b)? oraz a? — b?;

R2.6) dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli
wyrazenia wymierne [...].

Zasady oceniania

ZAajacCy OtrZYMUJE ..o e e e e e e e e e e et e e e et e e e eaeans 1p.
gdy zapisze nieréwno$é w postaci 3(x — y)? + 2x%2 — 2x — 4 > 0 i na tym zakonczy lub
dalej popetnia btedy.

Zdajacy OtrZYMUJE ...........cooooiiiiiiiiii 2p.
gdy zapisze nieréwnos¢ w postaci 3(x — y)? + 2(x + 1)(x — 2) > 0 lub obliczy pierwiastki
trojmianu 2x2 — 2x — 4 i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Zdajacy OtrzyMUJe ............oooiiiiiiiiii 3p.
gdy przeprowadzi petne rozumowanie.

Przyktadowe petne rozwiagzanie
Przeksztatcamy nieréownos¢ rownowaznie:

5x%2 —6xy +3y?—2x—4>0
3x2—6xy+3y*+2x2—-2x—4>0

3(x —y)2+2x2—-2x—4>0

3(x —y)2+2(x+1D(x—-2)>0

Poniewaz x > 2, wiec 2(x + 1)(x — 2) > 0. Zatem lewa strona rozpatrywanej nieréwnosci
jest sumg liczby nieujemnej 3(x — y)? oraz liczby dodatniej 2(x + 1)(x — 2), a wiec jest
dodatnia.

To nalezato wykazac.
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Zadanie 7. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R6.5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy
i roznicy katow , sume i roznice sinuséw

i cosinusow katow;

R6.6) rozwigzuje rownania
trygonometryczne [...].

Zasady oceniania

dla sposobow 1. oraz 2.
Zdajacy OtrzyMUJE ............ooooiiiiiiiiiiii 1p.

gdy:

e zapisze réwnanie w postaci 2 sin (x + %n) cos (x + %n) = g
ALBO
e poprawnie zastosuje wzory na sinus oraz cosinus sumy kgtéw:

) ( +1 ) ( +1 ) ( TL'+ ) T[)( T _ n)
sin|x +-m])cos(x +~-m) = (sinxcos—+ cos x sin—) | cos x cos— — sin x sin—|.
4 4 4 4 4

4

ZAajacCy OtrZYMUJE .......ccooouiiiiii e e et e e e et e e e e e e e eraans 2p.
gdy:

e przeksztatci rbwnanie do postaci sin <2x + %n) = \/77
ALBO

. : : V2

e przeksztatci rownanie do postaci cos(2x) = - -
ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiiiiii e e e ettt e e e e e e eeet e e e e 3p.
gdy zapisze réwnosci: 2x = —%n + 2km lub 2x = %n + 2km, gdzie k jest dowolng liczbg
catkowita.
Zdajacy otrzymuUJe ..ot 4p.
gdy poprawnie rozwigze réwnanie: x = —%n + km lub x = %n + km , gdzie k jest dowolng
liczbg catkowita.
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Przykladowe petne rozwigzania

Sposoéb 1.
. : o 1 1 V2
Przeksztatcamy rownanie do postaci 2 sin (x + Zn) cos (x + Zn) == | korzystamy ze

V2

> czyli sin (Zx + 177) = sin (% n).

wzoru na sinus podwojonego kata: sin (Zx + %n) = >

Otrzymujemy stad réwnosci:
2 +1 _1 + 2km lub 2 +1 _3 + 2k
X 271 = 471 m lu X > T = 471 T,

gdzie k jest dowolng liczba catkowita.
Stad

1 1
2x = —Zn+2kn lub 2x =Zn+2kn

i ostatecznie

1 1
=_Z | ==
X 871'+k71' ub x 8n+kn

przy dowolnej liczbie catkowitej k.

Sposéb 2.
Korzystamy ze wzoréw na sinus sumy i cosinus sumy katow:

_(+1) (+1 )_( T[+ n)( /4 . _n)_
sin | x 47r cos | x 47r = smxcos4 cosxsm4 cosxcos4 sinxsin—) =

4
Vz\’ 1 1 V2
=|—] - (sinx + cosx)(cosx — sinx) = = (cos? x — sin? x) = =cos(2x) = —
2 2 2 4
Stad cos(2x) = g

Z ostatniej réwnosci otrzymujemy
1 1
2x = —Zn + 2km lub 2x = Zn + 2kn

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita, a stad

1 1
=_Z | ==
b 87r+k7r ub x 87r+k7r

przy dowolnej liczbie catkowitej k.
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Zadanie 8. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

6.1) wykorzystuje definicje i wyznacza
wartos¢ funkcji sinus, cosinus i tangens
katéw o miarach od 0° do 180°; stosuje
WZOory na sinus i cosinus sumy i réznicy
katow , sume i roznice sinusow i cosinuséw
katow;

G10.7) stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Zasady oceniania

ZAajacCy OtrZYMUJE ........cooouiiiiii e e e et e e e e et e e e aa e e e eaaans 1p.
gdy:
Lab
e zapisze stosunek pdl figur w zaleznosci od dlugosci bokéw, np.: 26—2 =k
ALBO
e zapisze sume tangensow kgtéw ostrych trojkata ABC w zaleznosci od dtugosci bokow,
np.:
c2
tga+tgf = e
Zdajacy OtrzyMUJE ............coooiiiiiiiiiii 2p.

gdy zapisze sume tangenséw kagtéw ostrych trojkgta ABC w zaleznosci od dtugosci bokow
trojkata ABC oraz zapisze stosunek pdl figur ABC i ABDE w zaleznosci od diugosci bokdw
trojkata ABC, np.:

CZ % ab
t +t =—, = k.
gat+igh=—
Zdajacy OotrzymuUje ..o 3p.

gdy wyrazi kwadrat dtugosci przeciwprostokatnej w zaleznosci od diugosci przyprostokatnych

. . o _ab
iliczby k: c =5k

Zdajacy OotrzymuUje ..o 4p.
gdy poprawnie obliczy sume tangensow katow ostrych tréjkata:

1
tga +tgf =2k
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Przykladowe petne rozwigzanie

C
b a
a B
A B
c
E D
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.
Prapc - zab
Z warunkow zadania mamy: i —— k, co zapisujemy: - = k.
ABDE c

Wyznaczamy tangensy katow ostrych tréjkata ABC: tga = % , tgp =§ i obliczamy ich

sume:
b a*+b?
tga+tgﬁ=5+a= pa

Q

Trojkat ABC jest prostokatny, wiec a? + b? = ¢? i otrzymujemy

CZ
tga +tgp =7

1 ab ab
Z zaleznosci ZC—Z =k wyznaczamy c*: ¢* = .

Podstawiamy otrzymane wyrazenie do sumy tga + tgf iotrzymujemy:

ab
tga+tgp = = 2K
gatgh= =Tk

To nalezato wykazac.
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Zadanie 9. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R7.1) stosuje twierdzenia charakteryzujgce
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty
opisane na okregu;

R7.5) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinuséw i twierdzenia cosinuséw.

Zasady oceniania

ZAajacCy OtrZYMUJE .......cooooiiiiiii e e e e e e e et e e et eeeenaans 1p.
: Y - , e |BD| |BD|

gdy zapisze zaleznos¢ wynikajgcg z twierdzenia sinusow, np.: sina = 2R lub sny = 2R.

Zdajacy OtrzyMUJE ............ooooiiiiiiiiiiii 2p.

gdy obliczy miary katéw BAD i BCD: a = 45°, y = 135°.

Zdajacy OtrzyMUJE ............ooooiiiiiiiiiiii 3p.

gdy zapisze réwnania: % sind -sinéd = % lub % sinf -sinff = % .

Zdajacy OtrzyMUJE ............coooiiiiiiiiiii 4p.

gdy poprawnie obliczy miary kgtow wewnetrznych czworokata ABCD: |A£BAD| = 45°,
|AABC| = 120°, |4BCD| = 135°, |ACDA| = 60°.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. B C

Korzystamy z twierdzenia sinusoéw, aby obliczy¢ miare

kata BAD: 3\ B
|BD|
— = 2R,
Sin @
_ |IBD|] 10 2
sina =——=——+==—
2R 102 2 v
wiec a = 45°. A

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrag, wiec a +y = 180°, skad y = 135°.

Z warunkow zadania sina - sinf - siny -siné = g » Wiec

3
sin45° - sin B - sin 135° - sin§ = 3

Z twierdzenia o czworokgcie wpisanym w okrgg mamy S + § = 180°, skad B = 180° — 4.
Wstawiajgc te zaleznos$¢ do réwnania z iloczynem sinusow, otrzymujemy kolejno
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V2 V2 3
7-sin(180°—6) -7-51n6 =3

2

1 s '6—3
sing -sing =g

sin? § =

1w

sind =

~| 3

skad § = 60°. Zatem [ = 180° — 6§ = 120°.
Katy wewnetrzne tego czworokata majg miary: |4BAD| = 45°, |4ABC| = 120°,
|A#BCD| = 135°, |#CDA| = 60°.

Zadanie 10. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R3.4) stosuje twierdzenie o reszcie
Z dzielenia wielomianu przez dwumian

(x —a).

Zasady oceniania

dla sposobow 1. oraz 2.

ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiiie e e e et e e e e e e e eetaa e e e e 1p.
gdy zapisze W(2) = -8 i W(3) = —18.
ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiiie e e e et e e e e e e e eetaa e e e e 2p.
gdy:

e zapisze ukfad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi b i ¢, np.:

{ 8b+4c =-24
27b +9¢ = —99

ALBO

e zapisze, ze dla argumentéw 2 i 3 funkcja P(x) =x2 +bx+c przyjmuje

wartos¢ (—2): P(2) = P(3) = —2.

ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiiiie e e e e ettt e e e e e e eet e e e e e 3p.
gdy:

e rozwigze ukfad rownan: b = =5, c =4
ALBO

e zapisze trojmian x? + bx + ¢ + 2 w postaci iloczynowej: (x — 2)(x — 3).
ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiii et e e e e et e e e e e e e e eee e e e e e e e 4p.

gdy obliczy reszte z dzielenia wielomianu W (x) = x* — 5x3 + 4x?
przez dwumian (x —4): 0.
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Uwaga.
Jezeli zdajgcy rozwigze zadanie z bledami rachunkowymi, to za cate rozwigzanie otrzymuje

3 punkty.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob 1.
Z warunkow zadania wynika, ze

W@)=2*+b-23+c-22=-8
oraz
W@B)=3*+b-3%+c-3%2=-18.

Otrzymujemy wiec uktad réwnan:

{819 +4c=-24
27b +9c = —99

Po uproszczeniu przyjmuje on postac

{Zb +c=-6
3b+c=-11
Odejmujgc stronami od réwnania drugiego rownanie pierwsze, otrzymujemy b = —5, wiec

c=—-6—2b=24.
Wielomian W ma wiec postaé W (x) = x* — 5x3 + 4x2.
Stad W(4) =4* —5-43+4-4%2 =256 —320 + 64 = 0.

Sposab 2.
Przyjmijmy oznaczenie P(x) = x? + bx + ¢. Wtedy
W(x)=x?-(x®>+bx +c)=x?P(x)

Zauwazmy, ze W(2) =4-(-2), W(3) =9 (-2).
Warunek ten mozemy zapisa¢ w postaci

P(2) = P(3) = -2

co 0znacza, ze wielomian P(x) + 2 jest podzielny przez dwumiany (x —2) oraz (x — 3).
Stad P(x) +2 = (x —2)(x — 3).
Wielomian W mozna przedstawi¢ w jawnej postaci:

W(x) = x*-[(x —2)(x — 3) — 2]
Zatem W(4) =42 .[(4—2)-(4—3)—=2] = 0.
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Zadanie 11. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

7.4) korzysta z wkasnosci funkgcji
trygonometrycznych w tatwych obliczeniach
geometrycznych, w tym ze wzoru na pole
trojkata ostrokgtnego o danych dwoch
bokach i kgcie miedzy nimi.

Zasady oceniania

dla sposobu 1.

ZAajacCy OtrZYMUJE .......ccooouiiiiii e e et e e e et e e e e e e e eraans 1p.
gdy obliczy dlugos¢ odcinka FM: |FM| = 4+/3 lub dlugos¢ odcinka AF: |AF| = 2+/13.
ZAajacCy OtrZYMUJE ........cooouiiiiii e e e et e e e e et e e e aa e e e eaaans 2p.

e gdy zapisze pole trojkata ABF z uzyciem wzoru, w ktérym wystepuje funkcja sinus
kata AFB: Pyapr = 26 sin |4 AFB|
ALBO
e obliczy potowe obwodu tréjkata ABF: p =2 + 2+/13.
Zdajacy OtrzyMUJE ............coooiiiiiiiiiii 3p.
gdy obliczy pole tréjkata ABF: Paapr = 8V3.
Zdajacy OtrzyMUJE ............ooooiiiiiiiiiiii 4p.

gdy poprawnie obliczy sinus kata AFB: sin |4AFB| = %

dla sposobu 2.

Yo F- 1T 1o o1 1 -4 .1 LV 1 R 1p.
gdy obliczy dlugosé odcinka AF: |AF| = 2/13.

Zdajacy OotrzymuUje ..o 2p.
gdy zapisze réwnanie, wynikajgce z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do tréjkata AFB:
|AB|? = 2|AF|? — 2|AF|? - cos |4AFB|.

Zdajacy Ootrzymuje ..o 3p.

gdy obliczy cosinus kata AFB: cos |4AFB| = %

Zdajacy Ootrzymuje ..o 4p.
N . o 43

gdy poprawnie obliczy sinus kata AFB : sin |4AFB| = 13-
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dla sposobu 3.

ZAajacCy OtrZYMUJE .......cooooiiiiiiii e e et e e e e eaaaas 1p.
gdy obliczy dlugos¢ odcinka FM: |FM| = 4+/3 lub dlugos¢ odcinka AF: |AF| = 2+/13.
ZAajacCy OtrZYMUJE .......coooiiiiiiii e e e e et e e e e aaaaas 2p.
gdy obliczy dlugos¢ odcinka FM: |FM| = 4+/3 i diugosé odcinka AF: |AF| = 2+/13.
ZAajacCy OtrZYMUJE .......cooooniiiiii e e e e e e e e eaaaas 3p.
dy obliczy sine = L i coss = ﬁ
gay y 2= 713 2= T3
Zdajacy OtrzyMUJE ............ooooiiiiiiiiiii 4p.
o : 43
gdy poprawnie obliczy sinus kata AFB: sin |3AFB| = I3
Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposab 1.
F
D E
\C
A ~ B

Tréjkgt ABF jest rownoramienny: |AF| = |BF|.
Prowadzimy odcinek FM — wysokosc trojkata ABF.

Tréjkat CMF jest prostokatny i |CM| = ‘*z—ﬁ — 2v3.

Stosujemy do tréjkgta CMF twierdzenie Pitagorasa i obliczamy |FM|:
2
(2v3)" + 6% = |[FM|? , stad |FM| = 4/3.
Obliczamy pole trojkata ABF: Ppapr = % |AB| - |FM| = % -4 - 4+/3 = 8/3.

Obliczamy ditugo$¢ odcinka AF: |AF| = \/|AC|? + |CF|? = V42 + 62 = 24/13.
Obliczamy pole trojkata ABF: Pjypr = %IAFI2 - sin|4AFB|

Piapr = % (2\/13)2 - sin|4AFB| = 26 sin|4AFB|.
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Z poréwnania pol trojkata ABF otrzymujemy 26sin|4AFB| = 8v3 i obliczamy warto$¢

sinusa: sin |4AFB| = %

Uwaga.
Zdajgcy moze pole trojkata ABF moze policzy¢ ze wzoru Herona, bez obliczania dtugosci

odcinka FM. Polowa obwodu tego trojkata jest rowna p = 2 + 2v/13. Zatem pole tréjkata
ABF jestrowne

PAABF=\/(2+2«/1_3)-(2+2«/1_3—4)-(2+2«/1_—z\/ﬁ)2=
=J4-(2JT—2)-(2JE+2)=8J§

Sposob 2.
Z trojkata AFD obliczamy dtugos¢ odcinka AF:

|AF| = \[IAD|? + [DF|? = /62 + 42 = 24/13
Z twierdzenia cosinusow zastosowanego do tréjkgta AFB otrzymujemy:
|AB|? = 2|AF|? — 2|AF|? - cos |4AFB|

42 =2.52—2-52-cos |4AFB|
4AFB U
cos | |—13

Obliczamy sinus kata AFB, korzystajgac z zaleznosci miedzy sinusem a cosinusem tego

samego kata:
arsl = |1 (11)2_ 48 43
sin [#AFB| = 13) T 169~ 13
Sposab 3.

Tréjkgt ABF jest rownoramienny: |AF| = |BF|.
Prowadzimy odcinek FM — wysokosc trojkata ABF.

Tréjkat CMF jest prostokatny i |CM| = ‘*z—ﬁ — 2v3.

Stosujemy do tréjkgta CMF twierdzenie Pitagorasa i obliczamy |FM|:
2

(2v3)" + 6% = |[FM|? , stad |FM| = 4/3.

Z trojkata AFD obliczamy dtugos¢ odcinka AF:

|AF| = \/|AD|? + |DF|? = {62 + 42 = 24/13

Odcinek FM dzieli kgt AFB ma dwie rowne czesci. Przyjmijmy, ze |A4AFB| = a. Wtedy:
|4AFM| = |4MFB| =7 .
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Zasady oceniania rozwigzanh zadan

W tréjkgcie prostokgtnym AFM obliczamy:

o« |AM]| 2 1 a |FM| 4V3 23
- = = = | COS— = = =
2 |AF|  (2v13) 13 2 |AF]  2v13 13

a nastepnie korzystamy ze wzoru na sinus podwojonego kata i otrzymujemy

sin

, 1 2V3 43
sina =2- . =
V13 V13 13

Zadanie 12. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

5.2) bada, czy dany cigg jest arytmetyczny
lub geometryczny;

5.3) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciggu

arytmetycznego;
5.4) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciggu
geometrycznego.
Zasady oceniania
ZdajacCy OrZYMUJE .......ccoooiiiiiiiii e e e e e e e e e et e e e eaa e e e ereans 1p.
gdy zapisze réwnanie d? = 2(a? + b? + ¢?) albo b? = (a + 100) - c.
Zdajacy OtrzymuUJe ............oooooiiiiiiiiii 2p.

gdy zastosuje wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i zapisze rownanie
(a+3r)?2=2@*+ (a+7)%+ (a+2r)?) abo (a+71r)?=(a+100)- (a+ 2r).
Zdajacy OtrzymUJe ..o 3p.
gdy wyrazi jeden z wyrazéw ciggu (przyktadowo pierwszy wyraz) za pomocg réznicy ciggu np.:
a=-r lub a= —%r (albo: a = 0,017r2 — 27).
ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiii e e e ettt e e e e e e eetaa e e e e 4p.
gdy:
e obliczy r: r =0 lub r = 100 iuzasadni, ze przy tych wartosSciach r nie sg spetnione
warunki zadania
ALBO
e obliczy r: r =0 lub r = 180, odrzuci przypadek r = 0 isprawdzi, ze dla r = 180
spetnione sg warunki zadania.
Zdajacy OtrzyMUJE ............oooiiiiiiiiiii 5p.
gdy obliczy wyrazy ciggu (a, b,c,d): a = =36, b = 144, c = 324 i d = 504.
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Przykladowe petne rozwigzanie

Oznaczmy réznice ciggu arytmetycznego przez r. Cigg jest rosngcy, wiec r > 0.
Z tresci zadania otrzymujemy:

(a+3r)2=2@®+ (a+71)*+ (a+2r)?
Wyrazimy a za pomocg 7
a? + 6ar +9r% = 2(a? + a® + 2ar + r? + a? + 4ar + 4r?)
5a2+6ar+r*=0
5a2+5ar+ar+1r?=0

Ba+r)a+r)=0
a=—§r lub a=—-r

Gdy a=-r,t0 b=0,c=r,d=2r iwbwczas ciag (a+ 100,b,c) przyjmuje postac
(-r 4+ 100,0,7). Zatem 02 =7r-(—r + 100), skad otrzymujemy r =0 Iub r = 100.
Rozwigzanie r =0 nie spetnia warunkéow zadania, poniewaz cigg ma by¢ rosnacy.
Rozwigzanie r = 100 odrzucamy, gdyz ciag (—100 + 100, 0,100) nie jest geometryczny.

Gdy a = —%r, to b= %r, c= %r, d= 4r i ciagg (a+ 100,b,c) przyjmuje postac
4\ 9

(——r + 100,5 Sr) Zatem gr) =zr- (—gr +100).

Stad r =0 Iub 16 5 (= r + 100). Rozwigzanie r =0 odrzucamy, gdyz nie spetnia

warunkéw zadania. Rozwigzujemy réwnanie %gr = g (- 5r +100) i otrzymujemy

Er=— ) r + 180, r = 180. Wtedy a=—1r=—36, b=144, ¢ =324 i d =504.

25 25 5

Ciag (—36 + 100, 144,324) jest geometryczny (o ilorazie rownym %).

Rozwigzaniem jest cigg o wyrazach a = —36, b = 144, c = 324 i d = 504.
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Zasady oceniania rozwigzanh zadan

Zadanie 13. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

8.6) oblicza odlegto$¢ dwoch punktow;
R3.8) rozwigzuje réwnania i nierdwnosci
z wartoscig bezwzgledng [...].

Zasady oceniania

dla sposobu 1.

ZAajacy OtrZYMUJE ........coooiiiiiiii e e et e et e et a e e aaaas 1p.
gdy:

e zapisze dtugosc podstawy z uzyciem symbolu wartosci bezwzglednej, np.: p = |b|
ALBO

o zapisze dtugosé wysokosci z uzyciem symbolu wartosci bezwzglednej, np.:

q=|b-2|.

Zdajacy OtrzyMUJE ............coooiiiiiiiiiiii 2p.
gdy zapisze wzér na pole P réwnolegtoboku w zaleznosci od b, np.
P =|b|-|b—-2|

Zdajacy OrZYMUJE ........coooiiiiiiiii e e e e e e et e e e et e e et e e e eaeans 3p.
gdy zapisze réwnania: - b(b —2) = —1 oraz b- (b —2) = 1.

Zdajacy OrZYMUJE ........coooiiiiiiiii e e e e e e et e e e et e e et e e e eaeans 4p.
gdy rozwigze poprawnie jedno z réwnan: b(b—2)=—-1 lub b-(b—-2) =1

ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiiie e e e et e e e e e e e et e e e e 5p.

gdy wyznaczy poprawnie szukane wartosci parametru b: 1 —+/2, 1, 1+ /2.

dla sposobow 2. oraz 3.

P 4o b 1T 1o o1 1 -4 Y .1 V1 S 1p.
gdy obliczy wspédtrzedne trzech wierzchotkow rownolegtoboku, np.: A = (2 —b,2),
B =(0,b), C = (-=b,b).

ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiii e e e ettt e e e e e e eetaa e e e e 2p.
gdy zapisze wzoér na pole P réwnolegtoboku w zaleznosci od b, np..

P=22-[(0-@2-b) (b2~ b~-2)-(~b~2~b)|, P =bb 2.

ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiii et e e e e et e e e e e e e e eee e e e e e e e 3p.
gdy zapisze réwnania: - b(b —2) = —1 oraz b- (b —2) = 1.

ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiii et e e e e et e e e e e e e e eee e e e e e e e 4p.
gdy rozwigze poprawnie jedno z réwnan: b(b—2)=—-1 lub b-(b—-2) =1

ZdaJaCy OtrZYMUJE .......ooeiiiiiiiii e e e e et e e e e e e e e e erea e e e e e 5p.

gdy wyznaczy poprawnie szukane wartosci parametru b: 1 —+/2, 1, 1+ /2.
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — marzec 2021 r.

Przykladowe petne rozwigzania

Sposoéb 1.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku (przyjelismy, ze b > 2 — w rozwigzaniu korzystamy
tylko z wtasnosci podanych w treéci zadania).

yA

/

2b

N\
k_Y_A

Zauwazmy, ze p =1 oraz p = |2b — b| = |b|. Zauwazmy ponadto, ze q = |b — 2|. Zatem
pole P rownolegtoboku jestrowne P =1 -q = |b| - |b — 2]|.
Z warunkdéw zadania otrzymujemy |b - (b — 2)| = 1, stad

b-b—2)=-1 b bh-(h—2)=1
b2—2h+1=0 lub b*—2b—1=0

(b—1)2=0 lub b=¥ lub b=¥
b=1 lub b=1-v2 lub b=1+V2

Pole réwnolegtoboku jest rowne 1 tylko wtedy, gdy b € {1 —v2; 1; 1+ V2}.
Sposéb 2.
Oznaczmy przez A punkt wspdlny prostych o réwnaniach y=x+b oraz y=2.
Rozwigzujac uktad réwnan {y : ; + b, otrzymujemy A = (2 — b, 2).
Oznaczmy przez B punkt wspdlny prostych o réwnaniach y=x+b oraz y =b.
Rozwigzujac ukfad réownan {y z Jlj + b, otrzymujemy B = (0, b).
Oznaczmy przez C punkt wspolny prostych o réwnaniach y =x+2b oraz y =b.
Rozwiazujac ukfad rownan {i - z +2b o muiemy C = (<b.b).

Oznaczmy przez D punkt wspolny prostych o rownaniach y = x + 2b oraz y = 2.
Obliczamy pole P réwnolegtoboku ABCD:
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P=2-PAABC=2-%-|(0—(2—b))-(b—2)—(b—2)-(—b—(2—b))| =
=1|b-(b—2)|
Z warunkéw zadania otrzymujemy |b - (b — 2)| = 1, stad
b-(hb—2)=-1 lub b-(b—2)=1
b2 —2b+1=0 lub b2—-2b—1=0

2-2V2 2+2V2
(b-—1)2=0 lub b==——F— b b=-—"—
b=1 lub b=1-v2 lub b=1++2

Pole réwnolegtoboku jest rowne 1 tylko wtedy, gdy b € {1 —v2; 1; 1+ V2}.

Sposab 3.
Wyznaczamy wspoétrzedne punktéw A, B i C jak w sposobie 2.

Woéwczas dtugosc odcinka BC jest réowna |BC| = \/(—b —0)2+ (b —b)?=|b|.
Wysoko$¢ h réwnolegtoboku ABCD, poprowadzona na prostg zawierajgcg bok BC, jest
rowna odlegtosci wierzchotka A od prostej y = b, czyli

_10-@-b)+1-2-b|
VTt 2

Zatem pole P réwnolegtoboku ABCD jestréwne P = |BC|-h = |b(b — 2)|.
Z warunkow zadania otrzymujemy |b - (b — 2)| = 1, stad

=|b -2

b-(b—2)=-1 b b-(b—2)=1
b2—2b+1=0 Ilub b2—2b—1=0

2-242 2+2V2
(b-1?=0 Wb b=——— Wb b="T—
b=1  lub b=1-v2 lub b=1+V2
Pole réwnolegtoboku jest rowne 1 tylko wtedy, gdy b € {1 —v2; 1; 1+ v2}.
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Zadanie 14. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegoétowe

lll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R3.2) rozwigzuje réwnania i nierownosci
liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zasady oceniania

dla sposobdw 1. oraz 2.
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapéw.

l. Pierwszy etap:
Zapisanie, ze rownanie x? — 2ax + a3 —2a = 0 ma dwa rozwigzania dodatnie
x; 1 x, wtedy itylkowtedy, gdy: 4 >0 i x;>01 x, >0

lub

zapisanie, ze rownanie x? — 2ax + a®> — 2a = 0 ma dwa rozwigzania dodatnie
xq i x, wtedy itylko wtedy, gdy: 4 > 0 iwierzchotek paraboli (ktéra jest wykresem
funkcji  f(x) = x? — 2ax + a® — 2a) ma pierwszg wspotrzedng dodatnig

i £(0)> 0.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Il. Drugi etap sktada sie z trzech niezaleznych czesci:
I.1) rozwigzanie nieréwnosci (—2a)? —4-1- (a3 — 2a) > 0:
a € (—o,—1) U (0,2).
I1.2) wyznaczenie tych wartosci a, dla ktérych jest spetniona nierownosé
X1 +x,>0a>0
lub

wyznaczenie tych wartosci a, dla ktorych wierzchotek paraboli, ktéra jest
wykresem funkcji  f(x) = x? — 2ax + a® — 2a, ma pierwszg wspoditrzedng
dodatnig: a > 0

11.3) wyznaczenie tych wartosci a, dla ktérych jest spetniona nierownosé

XX, >0 a€ (—\/7,0) U (\/Z+00)
lub

wyznaczenie tych wartosci a, dla ktérych spetniona jest nieréwnosé

f(0)>0: a€(—v2,0)U (V2 +»).

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
tacznie za drugi etap zdajgcy moze otrzymac 3 punkty.
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1. Trzeci etap polega na wyznaczeniu czesci wspoélnej zbiorow rozwigzan
nierownosci z etapow | i Il oraz podaniu odpowiedzi: a € (\/Z 2).
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposab 1.
Réwnanie x? — 2ax + a®> — 2a = 0 ma dwa rozwigzania dodatnie x; i x, wtedy i tylko

wtedy, gdy: 4 >0 i x; >0 i x, > 0.
Warunki te mozna zapisac rownowaznie: A >0 i x; +x, >0 i x;-x, > 0.

1) Wyznaczamy wartosci parametru a, dla ktérych wyréznik trojmianu  kwadratowego
x% — 2ax + a3 — 2a jest dodatni:
A>0
(=2a)>—4-1-(a®—-2a) >0
—4a%+4a*>+8a >0
a(a®>—a—-2)<0
a(a+1D(a-2)<0
a € (—o,—1)uU(0,2)

2) Wyznaczamy wartosci parametru a, dla ktéorych suma x; + x, jest dodatnia.
Korzystamy ze wzoréw Viéte’a i otrzymujemy:

X1 +x,>0

(—2a)

>0
1

a>0

3) Wyznaczamy wartosci parametru a, dla ktérych iloczyn x; -x, jest dodatni.
Korzystamy ze wzoréw Viéte’a i otrzymujemy:

XI'XZ>O

a®—2a
1

a(a—\/i)(a+\/§) >0
a € (—v2,0) U (V2,+w)

>0

Po uwzglednieniu wszystkich warunkoéw otrzymujemy a € (\/E, 2).
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Sposab 2.
Réwnanie x2? — 2ax + a®> — 2a = 0 ma dwa rozwigzania dodatnie x; i x, wtedy i tylko

wtedy, gdy: 4 >0 i x; >0 i x, > 0.
Warunki te sg spetnione tylko wtedy, gdy:
1) 4>0

2) Wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem funkgji f(x) = x? — 2ax + a® — 2a, ma
pierwszg wspotrzedng dodatnig

3) £(0) > 0.

Rozwigzujemy warunek 1):
A>0
(-2a)2—-4-1-(a®—-2a) >0
—4a3 +4a’> +8a >0
a(a>-a—-2)<0
a(a+1)(a—-2)<0
a € (—o,—1)u(0,2)
Rozwigzujemy warunek 2):

(—2a)
2

>0

a>0
Rozwigzujemy warunek 3):
03—-2a-0+a®>—2a>0

a®—-2a>0
a(a—\/ﬁ)(a-l—\/?) >0
a € (—v2,0) U (V2, +x)

Po uwzglednieniu wszystkich warunkéw otrzymujemy a € (V2,2).
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Zadanie 15. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

R11.6) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow. Ocenianie Il etapu jest niezalezne od
wyniku uzyskanego za | etap.

I. Pierwszy etap (2 punkty) sktada sie z dwoch czesci:

I.1) zapisanie wzoru na pole tréjkgta w zaleznosci od odcietej punktu A (lub
punktu B):

9
P(a)=$+ a

3

[.2) zapisanie dziedziny funkcji: a > 0.
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Il. Drugi etap (3 punkty) skfada sie z trzech czesci:

I.L1) wyznaczenie pochodnej funkcji P: P'(a) = % +% .

[1.2) obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji P: a = 3.

[1.3) uzasadnienie (np. badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P posiada
wartos¢ najmniejszg dla a = 3.

. Trzeci etap (1 punkt) — obliczenie wspoétrzednych wierzchotkow: A = (3,%),

B = (—3,%) oraz pola tréjkata o najmniejszym polu P(3) = % :

Przyktadowe petne rozwigzanie

Oznaczmy A = (a, %) , gdzie a > 0. Wtedy B = (—a, %). Podstawa AB trojkgta ABC

ma dtugo$¢ |AB| = 2a, natomiast wysoko$¢ opuszczona na te podstawe jest réwna % + %
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Wyznaczamy pole P trojkata ABC:

1 9 1 9 1
P =§-2a-(g+§> =5+§a dla a > 0.
Pochodna tej funkcji jest réwna
p/( )_—27+1_a4—81
B=Tg T3 T3

Obliczamy miejsca zerowe, badamy znak pochodnej i wyznaczamy przedziaty
monotonicznosci funkcji P dla a > 0.
P'(a) = 0 wtedy, gdy a* —81 = 0. Stad a = 3.
Dla a € (0,3) pochodna jest ujemna, wiec funkcja P jest malejgca w przedziale (0, 3).
Dla a € (3,+) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja P jest rosngca w przedziale ( 3, +).
Funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla a = 3.

1

Gdy a = 3,towtedy A = (3,5), B = (—3,%) oraz P(3) = ;—3+% 3= %
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