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Zasady oceniania rozwiqgzan zadan
poziom rozszerzony

Egzaminatorze!

e Oceniaj prace zdajacych uczciwie i z zaangazowaniem.

e Stosuj przyjete zasady oceniania w sposob obiektywny. Pamig¢taj, ze kazda
merytorycznie poprawna odpowiedz, spetniajagca warunki okreslone w poleceniu, musi
zosta¢ pozytywnie oceniona, nawet jezeli nie zostata przewidziana w przyktadowych
odpowiedziach w zasadach oceniania.

e Konsultuj niejednoznaczne rozwigzania zadan z innymi egzaminatorami lub
przewodniczacym zespolu egzaminatorow. W przypadku niemozno$ci osiggnigcia
wspolnego stanowiska, rozstrzygajcie na korzys¢ zdajacego.

e Przyznajac punkty, nie kieruj si¢ emocjami.

e Informuj przewodniczacego o wszystkich nieprawidlowosciach zaistniatych w trakcie
oceniania, w tym podejrzen o niesamodzielno$¢ w pisaniu pracy.
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Zasady oceniania rozwiqgzan zadan
poziom rozszerzony

Numer zadania 1 2 3
Odpowiedz D| C|C | B

Klucz punktowania zadan kodowanych
Zadanie 5. (0-2)

Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego (an), okreslonego dla n>1,
jest rowna 2, a suma kwadratow wszystkich wyrazéw tego ciggu jest rowna 3. Oblicz iloraz
ciagu (an).

W kratki ponizej wpisz kolejno — od lewej do prawej — cyfre jednos$ci, czgsci dziesietnych
I setnych otrzymanego wyniku.

Przykladowe rozwigzanie

Suma wszystkich wyrazow ciggu (an )jest rowna 2, zatem & 2.

1-q

Suma kwadratow wszystkich wyrazow ciggu (an ) jest rowna 3, a zatem

Stad wynika, ze 79> -8q+1=0.

. ., : 1
Rozwigzaniami rownania sg ( = - lub g=1.
Rozwigzanie q =1 jest sprzeczne, poniewaz nie spetnia warunku zbiezno$ci nieskonczonego

ciagu geometrycznego |q|<1. Zatem q = % =0,(142857).

Zad 5.

Zadanie 6. (0-3)
Pierwszy wyraz ciggu (a, ), okreslonego dla n>1, jest rowny 2. Wszystkie wyrazy tego ciggu

spelniaja warunek a, =3-a_, +n”. Oblicz sum¢ a, +a, +a, .

n+1

Rozwigzanie
Wyznaczamy kolejno wyrazy;

dla n=1 otrzymujemy: a =3-a,+1, czyli a, =%,

dla n=2 otrzymujemy: a, =3-a,+4, czyli a, :—%.
1 11 10
Stad a, +a,+a, =2+———=—.
ad @, +a, +3a, 3 9 9
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Schemat oceniania

ZdajJacy OLTZYIMUJE ........cccoccoiiiiiiiiiiiieiie e 1p.

gdy obliczy drugi wyraz ciagu (a,): a, =%

ZdaJacy OLTZYIMUJE ........ccoccooiiiiiiiiiiiiieiie e 2p.
. . . 11

gdy obliczy trzeci wyraz ciggu (a,): a, = y

Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ooocvviiiiiiiiiieiiiie et e ettt e e e et e st e s be e st e e e snbeeesnbeeennneeans 3p.

i 10
gdy obliczy sume¢ a, +a, +a, = 5

Zadanie 7. (0-3)
Dany jest czworokat wypukty, ktorego kolejnymi wierzchotkami sa punkty A, B, C i D.

Wykaz, ze jezeli [« ADB|=|«ACB|, to [«BAC|=|«BDC]|.

Przykladowe sposoby rozwigzania zadania
I sposob
Niech a= |AB| ,a= |<):ACB| = |<):ADB| , [ — promien okregu opisanego na trojkacie ACB ,

I, — promien okregu opisanego na trojkacie ADB.

Z twierdzenia sinusow dla trojkata ACB i dla trojkata ADC wynika, Ze

|AB| or |AB|
———=2I, oraz ———=2I,,
sin<ACB ' 7™ Sin<ADB  “°
czyli
_a =2r, 0raz ——=2r,.
SINx SINo

Stad wynika, ze I} =1,.
Poniewaz odcinek AB jest wspdlnym bokiem trojkatow ACB i ADB, wiec $rodki okregow

opisanych na tych trojkatach lezg na symetralnej tego boku. Z faktu, ze czworokat ABCD jest
wypukty, wynika natomiast, ze punkty C i D lezg po tej samej stronie prostej AB.
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Stad i z rownosci I} =1, wynika, ze $rodki obu tych okregéw pokrywaja sie, co oznacza, ze
okrag opisany na trojkacie ACB jest jednocze$nie okrggiem opisanym na tréjkacie ADB.
D

Jest to wiec okrag opisany na czworokacie ABCD. Katy BAC i BDC sa rowne, gdyz sa to katy
wpisane w ten okrag, oparte na tym samym tuku BC. To konczy dowod.

Schemat punktowania | sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep ...........ccccoviiiiiiiiiiiiii i 1 pkt
Zdajacy wykaze, ze promienie okr¢géw opisanych na trojkatach ACB i ADB sg rowne.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................cccooiiiii 2 pkt

Zdajacy uzasadni, ze na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag.

Uwaga

Jezeli zdajacy z faktu, ze promienie okrggow opisanych na trojkatach ACB i1 ADB s rowne
oraz z faktu, ze srodki tych okregow leza na tej samej prostej, wywnioskuje, ze okregi opisane
na trojkatach ACB i ADB pokrywaja si¢, to otrzymuje 2 punkty.

RoOzZWIgzanie Pelne ..............ccooiiiiiii e 3 pkt

Zdajacy uzasadni, ze katy BAC i BDC sg rowne.

11 spos6b

Miejscem geometrycznym punktow, z ktorych odcinek AB wida¢ pod tym samym katem
a =|«ACB|=|«ADB
wspolng cigciwag, przy czym tuk lezacy po jednej stronie prostej AB jest symetryczny do tuku
lezacego po drugiej stronie tej proste;j.

, jest suma tukow (bez koncow) AB okregdw, ktorych ten odcinek jest
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Wierzchotki C i D czworokata ABCD lezg na jednym z tych tukow, gdyz czworokat ten jest
wypukty.
Oznacza to, ze na czworokacie ABCD mozna opisac okrag.

Katy BAC i BDC sg rowne, gdyz sa to katy wpisane w ten okrag, oparte na tym samym tuku
BC. To konczy dowod.
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Schemat punktowania Il sposobu rozwiazania
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................cccooiiii 2 pkt

Zdajacy uzasadni, ze na czworokgcie ABCD mozna opisa¢ okrag, odwotujac si¢ do miejsca
geometrycznego punktéw, z ktorych odcinek AB wida¢ pod tym samym katem

a =|«ACB|=|«ADB|.

Uwaga

Jezeli zdajacy z faktu, ze promienie okrggow opisanych na trojkatach ACB i1 ADB s rowne
oraz z faktu, ze srodki tych okregow leza na tej samej prostej, wywnioskuje, ze okregi opisane
na trojkatach ACB i ADB pokrywaja si¢, to otrzymuje 2 punkty.

RoOzZWIgzanie Pelne ..............ccooiiiiiii e 3 pkt
Zdajacy uzasadni, ze katy BAC i BDC sg rowne .

Zadanie 8. (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie n° —3n* —n+3 jest podzielne przez 16.

Rozwiazanie (I sposéb)

Przeksztalcamy wyrazenie n° —3n* —n+3 roéwnowaznie w nastepujacy sposob
n*-(n-3)-(n-3)

(n*-1):(n-3)

(n?-1)-(n*+1)-(n-3)

(n=1)-(n+1)-(n*+1)-(n-3)

Liczba n jest nieparzysta wice liczby (N—1),(n+1),(n% +1}(n=3) sq parzyste zatem ich

iloczyn jest podzielny przez 2*.Wyrazenie jest sumg dwoch sktadnikow podzielnych przez 16
wiec jest podzielne przez 16.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ococvviiiiiiiiiiiiiiie ettt et e et b e sbb e be e e st e e e snbe e e snbeesnnneean 1p.
gdy zapisze wyrazenie w postaci: (n4 —1)' (n - 3)+16 :

Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ooocvviiiiiiiiiii ittt ettt et e st e e be e sbe e e snbe e e snbeeennneeens 2p.
gdy zapisze nierownos$¢ w postaci: (n —1)' (n -I-l)- (n +1)~ (n —3)+16 I nie uzasadni
podzielnosci przez 16.

ZdajJacy OLTZYIMUJE ........cccccooiiiiiiiiiiiieiie it r e 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Rozwiazanie (11 sposob)

Poniewaz liczba n jest nieparzysta mozemy zapisa¢ jg w postaci 2k+1, gdzie k jest liczba
catkowita.

Wyrazenie n° —3n*—n+3 przyjmuje postaé:
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(2k +1)° -3(2k +1)* —(2k +2)+3.
Po przeksztatceniu wyrazenia rownowaznie otrzymujemy
32n°® +32n* —16n° —32n* —16n +16,

stad wyrazenie mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu 16(2n5 +2n*—n’-2n* -n+ 1), ktory jako
iloczyn liczby 16 oraz catkowitej liczby (Zn5 +2n*=n*-2n*-n +1) jest podzielny przez 16.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Zdajacy OLIZYIMUJE ........ccooiiiiiiiiiiiiiiie e e e e sne e 1p.

gdy zapisze wraz z odpowiednimi zatozeniami wyrazenie (Zk +1)5 - 3(2k + 1)4 — (Zk +1)+19 i
przeksztalci poprawnie przynajmniej jedno z wyrazen.

(2k +1 =32n° +80n* +80n® + 40n? +10n +11ub
(2k +1)' =16n* +32n° + 24n” +-8n+1.

Zdajacy OLIZYIMUJE .......cccviiiiiiiiiiiiiiiie ettt e e e e 2p.

gdy doprowadzi wyrazenie do postaci 32n° +32n* —16n°® —32n? —16n+16 | nie uzasadni,
ze to wyrazenie jest podzielne przez 16.

Zdajacy OLIZYIMUJE .......cccooiiiiiiiiiiiiiiiie it s e e snne e 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 9. (0-4)
Rozwiaz rownanie 4sin® x+sin 2x = 2sin® x-(2cos x +1).

Rozwiazanie (I sposob)
Przeksztatcamy rownanie rownowaznie:
4sin® x + 2sin xcos x = 4sin? xcos x + 2sin? x

4sin® X+ 2sin XCos X —4sin® Xcos X — 2sin” x = 0
2sin x(25in2 X+ C0S X — 25in Xcos X —sin x) =0

Stad otrzymujemy alternatywe
sinX =0 lub 2sin? x +cosx —2sin xcos x —sinx =0

sinx =0 lub 2sin x(sin x—cosx)+cosx—sinx =0
sinx =0 lub (sin x—cos x)(2sinx—1)=0
Zatem

) . ) 1
sinx=0 lub sinx=cosx lub smx=E

Zauwazmy, ze drugie rOwnanie tej alternatywy jest rOwnowazne rownaniu tgx =1.
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Gdyby zachodzito cosx =0, to otrzymaliby$my rownos¢ sin x =0, a to byloby sprzeczne
z tozsamoscia sin? x + cos? x =1 . Ostatecznie zapisujemy cztery serie rozwigzan podanego
rownania:

x=kz lub x =%+ kz lub x = %4_ 2k lubx :5?7[+ 2k , gdzie k oznacza liczbg catkowita.
Schemat punktowania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania zadania

........................................................................................................... 1p.
Zdajacy zapisze dane rownanie w postaci iloczynu, np.
2sin x(Zsin2 X+ C0S X —2sin XCOS X —Sin x) =0
1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny
PoStep................ .. 2p.

Zdajacy zapisze dane rownanie w postaci iloczynu

(sin2 X —sin X cos x)(ZSin x—1)=0 lub (Zsin2 X —sin 2x)(25in x-1)=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci
2 16 F- 01 -V 3p.
Zdajacy poprawnie rozwigze dwa sposréd trzech réwnan:

sinx=0, 2sinx—-1=0, sinx—cosx=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy .

Rozwiazanie

Zdajacy zapisze cztery serie rozwigzan danego réwnania:

x=kz lub x:%+2k7r lub x:%z+2k;r lub x:%+k7r, gdzie k oznacza liczbe

catkowita.

Rozwiazanie (11 sposob)
Przeksztalcamy réwnanie rOwnowaznie:
4sin® x + 2sin xcos x = 4sin? xcos x + 2sin? x

4sin® X+ 2sin xcos X —4sin® xcos x — 2sin x =0
2sin x(23in2 X+ COS X —25Sin XC0oS X —Sin x) =0

Stad otrzymujemy alternatywe
sinXx =0 lub 2sin? x + cos x —2sin xcos x —sin x = 0
ROwnanie 2sin? x +cos x — 2sin xcos x —sin x = 0 zapisujemy w postaci

2sin? x—(2cosx+1)sin X+cosx=0

1 rozwigzujemy je tak samo jak réwnanie kwadratowe z niewiadoma Sin X i parametrem
COSX.

Otrzymujemy wtedy wyréznik A =(2cosx —1)2 oraz dwa rozwigzania:
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_ 2cosx+1-|2cosx-1) _ 2cosx+1+|2cosx—1)
SINX = lub SINX =
4 4
Jesli COSX >4 5 , to otrzymujemy rozwigzania sin X :% lub sinx =cosx. Zatem w tym

przypadku

x=242kz lub x=Z 4 2k
6 4

Jesli za§ COSX <%, to otrzymujemy rozwigzania Sin X =cosx lub sinx = % W tym przypadku
X=§7Z'+2kﬂ' lub X:§7Z'+2k72'-
4 6

Ostatecznie mozemy zapisac cztery serie rozwigzan podanego rownania:

x=kz lub x:%+k7z' lub X:%+2kﬂ' lub x:%z+2k7r, gdzie k oznacza liczbe
catkowita.

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiagzania zadania

Zdajacy zapisze dane rbwnanie w postaci iloczynu, np.
2sin x(ZSin2 X+ COS X —25Sin XCOoS X —Sin x) =0

1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Rozwiazanie, w kt(’)rym jest istotny

postep... .. e .. 4 o §
Zdajqcyzaplsze rownanie 2sin? x +cos x — 2sin xcos x —sin x = 0 WpOStaCI

2sin? x—(2cosx+1)sm X+cosx=0,

obliczy wyrdznik tréjmianu kwadratowego z lewej strony rownania A = (2 COS X —1)2 | zapisze
dwa rozwigzania tego rownania
2cosx+1-[2cosx -1 _ 2cosx+1+|2cosx—1)

lub SINX =

4 4
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

sinx =
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Pokonanie zasadniczych trudnosci
2 16 F- 01 - VP 3p.
Zdajacy rozpatrzy poprawnie jeden z przypadkoéw:

e jesli COSX>7  to SINX=7% lub sinx=cosx.
Zatem w tym przypadku x:%+ 2k lub x=%+ 2k

albo
o jeslizas COSX<1 to sinx=cosx lub SINX=1%.

Zatem w tym przypadku x = %72’ +2kz lub x = gn + 2k .
1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy .

Rozwigzanie

Zdajacy zapisze cztery serie rozwigzan danego réwnania:

X =kz lub x=%+ 2k lub x:%”Jrzk;; lub x:%+ k, gdzie k oznacza liczbe

catkowita.

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy dzieli obie strony rownania przez Sin X lub przez (23in X —1) , bez

zapisania odpowiedniego komentarza opisujgcego przypadki sinx =0 oraz 2sinx-1=0
, to za cate rozwigzanie moze otrzymac najwyzej 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy dzieli obie strony rownania przez Sin X i przez (23in X —1) , bez zapisania
odpowiedniego komentarza opisujgcego przypadki sinx =0 oraz 2sinx—-1=0, to za

cate rozwigzanie otrzymuje 0O punktow.
3. Jezeli zdajacy w rozwigzaniach nie uwzgledni okresowosci funkcji trygonometrycznych

i zapisuje przyktadowe rozwiazania z kazdej serii, np. x=0, X=%, X= %77 , X=7,10
moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy stosuje w rozwigzaniu falszywe rownosci, np. COS X = V1-sin?x, toza
cale rozwigzanie moze otrzymac najwyzej 2 punkty, o ile wczesniej nie nabyt praw do 3
punktow.

5. Jezeli zdajacy stosuje w rozwiazaniu rownogé Sin X-COS X = tgX - cos? X, bez
odpowiedniego komentarza, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 3
punkty.

6. Jezeli zdajacy podczas doprowadzania rownania do postaci iloczynu stosuje nieistniejace
»wzory” skroconego mnozenia, np.

(a-b-c+d)’ =a’+b?+c?+d? lub a’+b’*=(a+b)(a’+b?),
to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktdw, o ile wczesniej nie nabyt praw do 1
punktu.
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Zadanie 10. (0-4)
Dla pewnych liczb rzeczywistych a >1, b>1 i N >1 jest spelniona rownos¢

3
log ,, N :E-(Ioga1 N +log, N).
Wyznacz wszystkie warto$ci wyrazenia log, b.

Rozwiazanie
Wprowadzamy jednakowg podstawe d dla logarytméw i otrzymujemy:

20log, N log, N
Olog, =3(Ioga N, Jogs J
Ioga(a b) log, b
Poniewaz log, N # 0, wigc powyzsza rownos¢ jest rOwnowazna rownosci

20 3

+
2+log, b log, b
Zapisujemy zatem kolejno:
20log, b =3log, b(2+1log, b)+3(2+log, b)

3(log, b)’ —11log, b+6=0.
To rownanie ma dwa rozwigzania log, b=31ub log, b= %, bedace poszukiwanymi

warto$ciami wyrazenia log, b.

Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania zadania

............................................................................................................. 1p.
Zdajacy zapisze podang rownos¢ w postaci M = S(Iog a N+ Iog_aN]
Ioga(a b) log, b
1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep
...2p.

Zdajacy zapisze rOwnanie wymierne z niewiadoma log, b.

20 3

=3+
2+log, b log, b
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci
2 16 -1 1T T 3p.
Zdajacy przeksztatci powyzsze rownanie do postaci rbwnania kwadratowego, np.

20log, b =3log, b(2+log, b)+3(2+log, b)
1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Rozwiazanie
07 11 - R ' o I

Strona 12 z 33


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwiqgzan zadan
poziom rozszerzony

Zdajacy rozwigze powyzsze roOwnanie i zapisze, ze szukane wyrazenie przyjmuje dwie
warto$ci:

log, b=3Ilub Iogabzg.
Uwagi:
1. Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: log,a=3 Iub log,a=1.
2. Jesli zdajacy pominie kwadrat w wyrazeniu |0gazb N irozwigze zadanie
konsekwentnie do kofica, otrzymujac odpowiedz: 109, b = % , to otrzymuje 2 punkty.
3. Jesli zdajacy korzysta w rozwigzaniu z falszywych rownosci, np. quazb N = % log,, N,
to otrzymuje 0 punktdw, chyba ze wczeséniej nabyt praw do 1 punktu.
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Zadanie 11. (0-5)
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru M, dla ktorych nierowno$é

(m2+4m—5)-x2+2x>2mx—2

jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej X.

Rozwiazanie
Zapiszemy nierowno$¢ w nastepujacej postaci
(m2 +4m—5)-x2 +2x(1-m)+2>0

Zauwazamy, ze M> +4m—>5= (m-1)(m+5). Wynika stad, ze nalezy rozwazy¢ dwie
sytuacje:
e nieré6wno$¢ liniowa
1) Jesli m =1, to otrzymujemy nierownos¢ 2 >0, ktora jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej X.
2) Jesli m=-5, to otrzymujemy nieréwno$¢ 12x+ 2 > 0, ktora jest prawdziwa dla

kazdej liczby rzeczywistej x > —% :
e nierdéwno$¢ kwadratowa
3) Jesli m=11i m=-5, to nalezy sprawdzi¢, kiedy zachodzg jednoczesnie dwie
nierownosci:
a>0 i A<O,
gdzie a= (m —1) ( m+ 5) jest wspotczynnikiem trjmianu
(m2 +4m— 5) -x? +2x(1-m)+ 2 przy najwyzszej potedze zmiennej X, za$
A =b? — 4ac jest wyroznikiem tego tréjmianu. Zapisujemy kolejno:
(m-1)(m+5)>0 & m<-5 lub m>1.

A=4(1-m)* —4(m-1)(m+5)-2=4(m-1)" —8(m—-1)(m+5) = —4(m-1)(m+11)
—4(m-1)(m+11)<0 < m<-11 lub m>1,

Zatem nierownosci a >0 i A <0 zachodzg jednoczesnie dla m<—11 lub m>1.

Laczac wyniki z punktow 1) 1 3), otrzymujemy odpowiedz ostateczng: m < —11 lub m>1.

Schemat punktowania

Sktada si¢ on z dwdch czesci.

Pierwsza, to rozpatrzenie przypadku nierownosci liniowej. Zdajacy moze za te cze$¢
otrzyma¢ maksymalnie 2 punkty.

Druga, to rozpatrzenie przypadku nieréwnos$ci kwadratowej. Zdajacy moze za te czg¢s$¢
otrzyma¢ maksymalnie 3 punkty.

Schemat punktowania czesci pierwszej

1 punkt przyznajemy zdajacemu, ktory zauwazy i zapisze, ze dla m=1 albo dla m=-5
podana nierowno$¢ jest liniowa i poprawnie zbada jeden z tych przypadkdow.

2 punkty przyznajemy zdajacemu, ktory poprawnie okresli, ze dla m =1 nierownos¢ jest
prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej X, zas dla m=-5 tak nie jest.
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Schemat punktowania czesci drugiej
1 punkt przyznajemy zdajacemu, ktory zapisze, ze nieréwnos¢ kwadratowa jest prawdziwa
dla kazdej liczby rzeczywistej X wtedy, gdy parametr M spetnia uktad nieréwnosci
m?+4m—-5>0 1 A<0
albo
m2+am-5>0 i Yy >0, gdzie y, __A
4a
2 punkty przyznajemy zdajagcemu, ktory poprawnie rozwigze jedng z dwoch nierdwnosci
m2 +4m—-5>0 , czyli (M-1)(M+5)>0 < m<-5 lub m>1
lub
A=-4(m-1)(m+11)<0

—4(m-1)(m+11)<0 < m<-11 lub m>1

3 punkty przyznajemy zdajacemu, ktory poprawnie rozwigze obie nierownosci a >0 i
A<O0
oraz
zapisze koncowa odpowiedz do zadania: Dla m <—11 lub m>1 podana

nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej X.

Uwagi:
1. Jesli zdajacy w czeSci drugiej rozwigzania zapisze jedynie nierownos¢ A <0 i nawet
bezbtednie te nierdwnos¢ rozwigze, to za te cze$¢ otrzymuje 0 punktow.
2. Jesli zdajacy zapisze w drugiej cze$ci rozwigzania uktad nieréwnosci m? +4m—5=0 |
A<O,
a nastgpnie konsekwentnie rozwigze ten uktad do konca, to za drugg cz¢$¢ rozwiazania
moze otrzyma¢ maksymalnie 1 punkt.
3. Jesli zdajacy w czesci drugiej rozwigzania zapisze uktad nierownosci m? + 4m—-5>0 i
A>0,
a nastepnie nawet bezbt¢dnie ten uktad rozwigze, to za t¢ cz¢$¢ otrzymuje O punktow.
Jesli zdajacy zapisze w czeSci drugiej rozwigzania uktad nieréwnosci m? + 4m—-5>0
i ALO,
1 konsekwentnie rozwiaze te cze$¢ do konca, to za te cze$S¢ moze otrzymac
maksymalnie
2 punkty.
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Zadanie 12. (0-6)

Punkt A= (—2,6) jest wierzchotkiem rombu ABCD o polu 82,5. Przekatna BD zawiera si¢

w prostej | o rownaniu 2x—y—5=0. Wyznacz wspolrzedne pozostatych wierzchotkow tego
rombu.

Rozwiazanie (I Sposob)

Wyznaczamy réwnanie prostej k zawierajgcej przekatng AC rombu (prosta k jest prostopadta
do prostej I, punkt A lezy na prostej k.

1
K:y=—=x+5
y 2
y=2X-5
Z uktadu rownan 1 c wyznaczamy wspotrzedne punktu S = (4, 3) (Srodek
y=——X+
2

symetrii rombu). Punkt S jest jednoczesnie $rodkiem przekatnej AC, co pozwala obliczy¢
wspotrzedne wierzchotka C = (10, 0) :

Obliczamy dtugos¢ przekatnej |AC| =65 , a nastepnie, wykorzystujac informacje o polu
rombu, obliczamy dlugo$¢ drugiej przekatne;.

%|AC|-|BD|:82,5
%-6x/§-|BD|:82,5
|BD|=1—21\/§

Punkty B oraz D leza na okregu o $rodku S = (4,3) i promieniu %|BD| = %\E oraz na

prostej |. Wyznaczamy ich wspotrzedne rozwigzujac uktad rownan
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121
—4)’ +(y-3)====5
(x=4) +(y=3) =7¢
y=2Xx-5
5 5 27 17
Ot ' kty B=|—,—— D=|——|.
rzymujemy punkty (4 2) oraz (4 2)

Uwaga
Dtugos$¢ odcinka AS mozna obliczy¢ rowniez jako odlegtos¢ punktu A od prostej I.

Schemat oceniania | sposobu rozwiazania

Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ococvviiiiiiiiiieiiiie ettt et e et e st b e s be e e st e e e snbeeesnbeesnaneeens 1p.
gdy
e Wyznaczy rownanie prostej
1
K:y=—=x+5
Y 2
albo
e wyznaczy |AS|= 3V5, jako odlegtosé punktu A od prostej | .
ZdaJacy OLTZYIMUJE ........ccoccooiiiiiiiiiiiieiie e 2p.
gdy
e Wyznaczy réwnanie prostej k : y = —% X +5 oraz obliczy wspotrzgdne punktow
S =(4,3) oraz C =(10,0)
albo
® wyznaczy |AS| =35 , jako odlegtos¢ punktu A od prostej | oraz obliczy dtugosci
przekatnych |AC| =6+/5 oraz |BD| :1—21\/5
ZdaJacy OLTZYIMUJE ........ccoccoeiiiiiiiiiiiiieiie e s 3p.

gdy wyznaczy rownanie prostej k :y = —% X +5 oraz obliczy wspotrzedne punktow
S= (4,3) orazC = (10, 0) i dhugos¢ przekatnej [BD| = 1—21\/5

ZdaJacy OLTZYIMUJE ........cccccooiiiiiiiiiiiiieiii it 4 p.

gdy zapisze uktad rownan wystarczajacy do obliczenia wspotrzednych punktéw B oraz D,

121

2 2
np. (X—4) +(y—3) :ES
y=2Xx-5
Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ococvviiiiiiiiiie ittt s ettt et e e s be e e st e e e snbe e e snbeeennneeen 5p.

gdy rozwigze zadanie do konca, popelniajac btad rachunkowy.
Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ococvviiiiiiiiiie ittt s ettt et e e s be e e st e e e snbe e e snbeeennneeen 6p.

gdy poprawnie rozwiaze uktad rownan i poda bezbtednie odpowiedz
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B:G,—gj,cz(lo,o), D:(%%.

Rozwiazanie (11 sposob)
Wyznaczamy réwnanie prostej k : y = —% X +5 oraz obliczamy wspotrzedne punktu

C= (10, 0) (jak w sposobie I). Zauwazamy, ze pole trojkata ABC jest potowa pola rombu

ABCD i wynosi 41%. Wyznaczamy pole trojkata ABC w zalezno$ci od wspotrzednych punktu

B= (XB ' Ve )
Pusc =|-6Y5 —3%; +30)
Punkt B lezy na prostej |, wigc jego wspotrzgdne spetniaja rownanie tej proste;.
Rozwigzujemy uktad rownan

| -6y, —3%; +30|= 41%

Yg =2Xg =5

o , : 5 3 21 11 : o

Rozwigzaniami uktadu sg dwie pary liczb 1 7 oraz 2 ) Zauwazamy, ze takie

same warunki spetnia punkt D (pole trojkata ABD jest potowg pola rombu oraz punkt D lezy
na prostej I. Wyciggamy wniosek, ze otrzymane pary liczb to wspotrzedne wierzchotkow B
oraz D.
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Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

ZdaJacy OLTZYIMUJE ........cccoccoiiiiiiiiiiiiieiii e re e 1p.
gdy wyznaczy rownanie prostej
1

K:y=—=x+5

y=-ox+
Zdajacy OLTZYIMUJE ........cccccooiiiiiiiiiiiiieiie e 2p.
gdy
wyznaczy rownanie prostej k : y = —% x+5 oraz obliczy wspotrzedne punktow S =(4,3)
i C= (10, 0).
Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ooocvviiiiiiiiiie ittt et e et e s sbb e s be e e sbe e e snbe e e snbeeennneeens 3p.

gdy zauwazy, ze pole trojkata ABC jest potowa pola rombu ABCD i wynosi 41% i zapisze

rownanie |6y, —3x, +30| = 41%
Z.dajacy OLTZYIMUJE ......ooocvviiiiiiiiiie ittt ettt et bb e st e e s be e st e e e snbe e e snbeeennneean 4 p.
gdy zapisze uktad rownan wystarczajacy do obliczenia wspotrzednych punktéw B oraz D

| -6y, —3%; +30|= 41%

Yg =2Xz —5
ZdajJacy OLTZYIMUJE ........cccccooiiiiiiiiiiiieiii e r e o5 p.
gdy rozwigze zadanie do konca, popetniajac blad rachunkowy.
ZdajJacy OLTZYIMUJE ........cccoccoiiiiiiiiiiiieiie e 6 p.

gdy poprawnie rozwigze uktad réwnan i1 poda bezbtednie odpowiedz
=12, 2] c=(100), p=[62 8]
4 2 4 2

Rozwigzanie (ITT sposob)

Przyjmijmy oznaczenie wspdtrzednych punktu C = (XC v Ye ) . Wyznaczamy wspotrzedne
wektora AC =[x. +2,Y, —6].

Wektor AC jest prostopadty do prostej 2x—y—5=0 Istnieje zatem p e R, dla ktérego
AC=[2p,~p]

Obliczamy dtugos¢ wektora AC jako podwojona odlegto$¢ punktu A od prostej .
AC=65

Wedy /(2 p)2 +(—p)2 =65 stad p=6lub p=-6.

Zatem

[X: +2,y. —6]=[12,-6] lub [x. +2, Y. —6]=[-12,6]

C, = (10,0), C,= (—14,12)

Odrzucamy drugie rozwigzanie (np. na podstawie obserwacji, ze srodek odcinka ACZ nie lezy
na prostej l. Dalej postepujemy, jak w I lub II sposobie.

Strona 19 z 33


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwiqgzan zadan
poziom rozszerzony

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

ZdaJacy OLTZYIMUJE ........cccoccoiiiiiiiiiiiiieiii e re e 1p.
gdy zapisze AC =[2p,—p], AC =[x, +2,Y, —6] oraz obliczy AC =645

ZdajJacy OLTZYIMUJE ........ccoccoeiiiiiiiiiiiiieiie et r e 2p.
gdy rozwigze réwnanie (2 p)z + (— p)2 = 6\/5 , Wyznaczy wspotrzgdne punktu

C = (10, 0) i uzasadni odrzucenie drugiego rozwiazania.

Dalszg cze$¢ rozwigzania oceniamy jak w sposobie I lub 1I.

Zadanie 13. (0-3)

Oblicz, ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze w zapisie dziesi¢tnym iloczyn
wszystkich cyfr kazdej z tych liczb jest rowny 28.

Rozwiazanie
Zauwazamy, ze naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktorej iloczyn wszystkich cyfr jest rowny

28 moze by¢ zbudowana z dwdch zestawow cyfr: pie¢ jedynek, jedna czworka i jedna sibdemka
lub cztery jedynki dwie dwojki i jedna siodemka.

Obliczamy ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych zbudowanych z cyfr: pie¢ jedynek,
jedna czwdrka i jedna siodemka.

Cyfre 7 mozemy zapisa¢ na jednym z siedmiu miejsc, cyfre 4 na jednym z szeSciu miejsc,
a pozostale pie¢ miejsc wypetnig jedynki.

Stosujemy regute mnozenia: 7-6-1=42.
Obliczamy ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych zbudowanych z cyfr: cztery jedynki
dwie dwojki 1 jedna siodemka. Wybieramy najpierw miejsce dla cyfry 7, nastepnie dwa miejsca
dla dwoch cyfr 2, a pozostate miejsca wypehia jedynki.

: . . 6
Stosujemy kolejny raz regute mnozenia: 7 - (2j 1=7-15-1=105.
Teraz stosujemy regute dodawania: 42 +105=147 .

Jest 147 siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich ich cyfr w zapisie
dziesietnym jest rowny 28.
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Schemat oceniania

ZdaJacy OLTZYIMUJE ........cccoccoiiiiiiiiiiiiieiii e re e 1p.

gdy zapisze ze naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktorej iloczyn wszystkich cyfr jest rowny
28 moze by¢ zbudowana z dwoch zestawodw cyfr: pig¢ jedynek, jedna czworka i1 jedna
siodemka lub cztery jedynki dwie dwojki i jedna siodemka.

ZdaJacy OLTZYIMUJE ........cccocooiiiiiiiiiiiiieiie e 2p.

gdy obliczy ile jest liczb siedmiocyfrowych zbudowanych z cyfr: cztery jedynki dwie dwajki
i jedna siédemka lub zbudowanych z cyfr: cztery jedynki dwie dwojki i jedna siodemka:
odpowiednio 42 i 105.

ZdaJacy OLIZYIMUJE ........ccoocooiiiiiiiiiiiieiie e e 3p.

gdy obliczy, ze jest 147 siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich ich
cyfr w zapisie dziesi¢tnym jest rowny 28.

Zadanie 14. (0-6)
Dany jest romb ABCD. Przez wierzchotki B i D poprowadzono dwie proste rownolegle
przecinajace boki CD i AB — odpowiednio — w punktach M i N, tak, ze podzielity one ten romb

natrzy figury AND, NBMD, BCM o réwnych polach oraz |[MB| =|ND| =|BD| (zobacz rysunek).
Oblicz cosinus kata ostrego tego rombu.

D
M
A C
N
B

Przykladowe sposoby rozwiazania zadania
I sposéb
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

M

Przekatna BD dzieli romb ABCD na dwa trojkaty o rownych polach, a jednocze$nie dzieli
rownolegtobok BMDN na dwa trdjkaty o rownych polach. Poniewaz pole tego
roéwnolegtoboku jest rowne polu trojkata AND, wigc pole trojkata AND jest dwa razy wigksze
od pola trojkata BDN. Trojkaty AND i BDN majg te samg wysokos$¢ opuszczong

z wierzchotka D, wigc stosunek ich pdl jest rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw, czyli
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|AN|=2|NB|.
Zatem |NB|=%.

Trojkat NBD jest rownoramienny, wigc spodek F jego wysokosci DF jest srodkiem podstawy

NB . Stad wynika, ze |FB|:%, wiec |AF|:a—%:%a.

Z trojkata prostokgtnego AFD otrzymujemy
|AF| 2a

5
coSq =+——=-"—=—,
|AD| a 6

Schemat punktowania | sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozZwigzania Zadania ... 1 pkt

Zdajacy
e zapisze, ze stosunek pdl trojkatow AND i BDN jest rowny stosunkowi dlugosci ich
podstaw zawartych w prostej AB

oo e zaznaczy wysokos¢ DF trojkata NBD i zapisze, ze odcinki NF i FB sa rowne
oo e zapisze uktad rownan pozwalajacy wyznaczy¢ dtugos$¢ odcinka AN (lub NB)
w zaleznosci od dtugosci boku rombu: Pygep = a’sina i Pap = %ax sina
i Py :%PABCD , gdzie X=|AN|.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny POSteP .........cccccovviiiiiiiiiiiiii e 2 pkt

Zdajacy wyznaczy dtugo$¢ odcinka AN (lub NB) w zaleznosci od dlugosci boku rombu:
2 1

AN|=—a (|NB|==a).

An[=2a (ne|=La)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................cccoooiiii 3 pkt

Zdajacy wyznaczy dtugo$¢ odcinka FB w zalezno$ci od dlugosci boku rombu lub wykorzysta

definicje cosinusa w trojkacie prostokatnym AFD: |FB|= %a lub cosa = o

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...................ccooooiiiiiiiiici 4 pkt
Zdajacy wyznaczy dlugo$¢ odcinka FB w zalezno$ci od dlugosci boku rombu i wykorzysta

definicje cosinusa w trojkacie prostokatnym AFD: |FB|= %a i cosa = o
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Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..............c..cccoiii 5 pkt

Rozwiazanie pelne
Zdajgcy obliczy COSQ : cosa = % :

11 spos6b
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

Przekatna BD dzieli romb ABCD na dwa trojkaty o rownych polach, a jednocze$nie dzieli
rownolegtobok BMDN na dwa trdjkaty o rownych polach. Poniewaz pole tego
roéwnolegtoboku jest rowne polu trojkata AND, wigc pole trojkata AND jest dwa razy wigksze
od pola trojkata BDN. Trojkaty AND i BDN majg te samg wysokos$¢ opuszczong

z wierzchotka D, wigc stosunek ich pdl jest rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw, czyli

|AN|=2|NB|.

Zatem |AN|=E

a .
3
Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkatow ABD i AND otrzymujemy
IBD[ =|AB[" +|AD| ~2|AB|:|AD|cosa oraz [ND[ =|AN[ +|AD|" ~2|AN|:|AD|cos e,

czyli

2
2
m? =a’+a*—2a-acosa oOraz m2=( aj +a2—2'§a-aCOSa,

wlN

m’=a’(2-2cosa) oraz mzzaz(%—%cowj.
Stad
a2(2—2c03a)=a2(5—£cosaj,
9 3
2—2c03a=5—£cosa,
9 3

2 5
—Cosa =—,
3 9

CoSa =—.
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Uwaga
Obliczenie, jaka czegscia boku rombu jest odcinek AN, mozemy tez wykona¢, korzystajac ze

wzoru na pole trojkata P = %ab sin y . Niech |AN | = X. Wtedy pole rombu ABCD jest rdwne

P.cp =°Sina,
a pole trojkata AND jest rowne

=

1 .
AND :EaXS"] o -

Pole trojkata AND to jedna trzecia pola rombu, wigc
1. 1., .
—axsina==a‘sina .
2 3

Stad

Schemat punktowania Il sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIgZania ZAAANIA ..............cccoeiiiie e 1 pkt

Zdajacy
e zapisze, ze stosunek pdl trojkatow AND i BDN jest rowny stosunkowi dlugosci ich
podstaw zawartych w prostej AB
albo
e zapisze dwa réwnania wynikajgce z twierdzenia cosinusow dla trojkgtow ABD

i AND: m? =a®+a®’—2a-acosa, m*=x*+a’-2-x-acosa, gdzie X:|AN|

albo
e zapisze uktad rdwnan pozwalajacy wyznaczy¢ dtugos¢ odcinka AN w zaleznos$ci od
dhugosci boku rombu: Pygep = a’sina i P = %axsin al Py = % Psco -
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep ..........ccccoviiiiiiiniiiniin i 2 pkt

Zdajacy wyznaczy dtugo$¢ odcinka AN (lub NB) w zalezno$ci od dtugosci boku rombu:
2 1

AN|(=—a (|NB|==-a).

AN[=2a (|ng]=La)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .....................ooocoiii 3 pkt
Zdajacy zapisze jedno z rownan, ktore pozwala obliczy¢ cosinus kata ostrego rombu:
m*=a’(2-2cosa) lub m* =a’ (E—ﬂcowj .

9 3
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................cccooevviiiiiiein s 4 pkt
Zdajacy zapisze uktad rownan, pozwalajacy obliczy¢ cosinus kata ostrego rombu:

m? :a2(2—Zcosa) oraz m?> =a’ (%—%cowj.
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poziom rozszerzony

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .............c.ccocvviiiiii, 5 pkt

Rozwiazanie pelne ... 6 pkt

Zdajacy obliczy COST : cosa = g :
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111 sposéb
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

Przekatna BD dzieli réwnolegtobok BMDN na dwa trojkaty o rownych polach. Poniewaz pole
tego rownolegloboku to jedna trzecia pola rombu, wiec pole trojkata NBD jest szdstg czescig
pola rombu. Trojkat NBD jest rownoramienny, wigc jego wysokosé DF dzieli go na dwa
trojkaty przystajace. Zatem pole trojkata FBD jest dwunastg czescig pola rombu.

Przekatne rombu dzielg go na cztery trojkaty przystajace, wigc pole trojkata SBA jest czwartg
cze¢$cig pola rombu.

Zauwazmy teraz, ze trojkaty FBD i SBA sg podobne, gdyz oba sg prostokatne i majg wspolny
kat ostry przy wierzchotku B. Skala s tego podobienstwa jest rowna
IDB| m
S=1—=—.
|AB| a
Kwadrat skali tego podobienstwa jest rowny stosunkowi pdl tych trojkatow, czyli

1
g2 = Peso _12 Pasco _1

1 .
PSBA ZPABCD 3

Zatem

5)-3

a 3’
m?2 :laz
3
Stad M= a
q \/g .
Z trojkata SBA otrzymujemy
sinz: 2m = %'% = ! :
2 a a 23

Ze wzoru na cosinus podwojonego kata mamy wigc

2
cosar =cos? & —sin? L —1-2sin? F—1-2.[ 1 | 21— 2.3,
2 2 2 6

23
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IV sposob
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

A m C

B

Przekatna BD dzieli réwnolegtobok BMDN na dwa trojkaty o rownych polach oraz romb
ABCD na dwa trojkaty o rownych polach. Poniewaz pole tego rownolegtoboku to jedna
trzecia pola rombu, wigc pole trojkata NBD jest trzecia czescia pola trojkata BDA. Trojkaty
NBD i BDA sa rownoramienne i maja ten sam kat przy wierzchotku B, a jest to kat przy
podstawie kazdego z tych trojkatéw, wigc trojkaty te sa podobne. Skala s tego podobienstwa
jest rowna

IDB| m
§=1—=—.
|AB| a
Kwadrat skali tego podobienstwa jest rowny stosunkowi pol tych trojkatow, czyli

1
g2 = PNBD — §PBDA _l

I:>BDA I:)BDA 3 .
Zatem
[mjz 1
a 3’
m2 — iaz .
3

Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata BDA otrzymujemy
IBD[" = |AB[" +|AD|" —2|AB||AD|cos a ,
czyli

m?=a’*+a®*—-2a-acosa,

%az =a’(2-2cosa) ,

1=2—200505,
3
Zcosazé,
3
CoOSa =—.
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Schemat punktowania Il1 i IV sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIgZania ZAAANIA ..............occoeiiiiie e 1 pkt
Zdajacy

e zapisze, ze pole trojkata FBD jest dwunastg czescig pola rombu ABCD
albo

e zapisze, ze pole trojkata SBA jest czwartg czescig pola rombu ABCD
albo

e zapisze, ze pole trojkata NBD jest trzecig cze$cig pola trojkata BDA.,
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep ...........cccccoviiiiiiiniiiini e 2 pkt
Zdajacy

e zapisze, ze trojkaty FBD i SBA s podobne i P, = % Pacn 1 | Paga = % Pasco
albo

e zapisze, ze trojkaty NBD i BDA s3 podobne i P, = 3 Pooa-
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................cccoooiiiiii 3 pkt
Zdajacy

e zapisze uklad rownan z niewiadomymi m, a, COS& , np.:
1 .
m? =§a2 i m?=a%?+a?—-2a-acosa

lub

e obliczy warto$¢ dowolnej funkcji trygonometrycznej ka}ta > , np.: Sln

22f

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................ccocoeeiiiiieic e 4 pkt

Zdajacy
e zapisze uktad rownan z niewiadomymi m, a, COSa& , np.:

m2

1 ..
:ga2 i m*=a®?+a?—-2a-acosa
oraz

e obliczy warto$¢ dowolnej funkcji trygonometrycznej kqta > np.: Sin

22\/_

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiagzania (np. bledy rachunkowe) ..........c.cccoov i, 5 pkt

RoOZWIgzanie Pelne ..............ccoooiiiiii i 6 pkt

Zdajgcy obliczy COSQ : cosa = % :
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Zadanie 15. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidtowe czworokatne, w ktéorych suma promienia
okregu opisanego na podstawie i dtugosci krawedzi bocznej jest rowna d. Wyznacz dtugosé
krawedzi podstawy tego z rozpatrywanych ostrostupow, ktory ma najwigksza objetosé. Oblicz
te objetosc.

Rozwiazanie (I sposob)

Wprowadzamy oznaczenia: r — promien okregu opisanego na podstawie ostrostupa,
b — krawedzZ boczna, a — krawedz podstawy, H — wysokos$¢ ostrostupa.

Z zaleznosci r+b=d wyznaczamy b=d —r. W trojkacie SCW stosujemy tw. Pitagorasa:
H?=b’-r*=(b-r)(b+r)=d(b-r)=d(d-r-r)=d(d-2r)
skad wyznaczamy H =,/d (d —2r).
d
Zauwazamy, ze r >0 oraz d -2r >0, czyli r E(O,Ej.

Wyznaczamy a w zalezno$ci od r: a =r~+/2 1 zapisujemy objetos¢ ostrostupa w zaleznosci od
zmienngj r.

d
V(r):%r2 .2+/d? —2dr :%xlr“dz —-2r°d dla VE(O’E)

Rozwazamy funkcje pomocnicza f (r) =r*d?-2r°d , ktorej dziedzina jest przedziat (0, Ej :

Aby znalez¢ maksimum lokalne tej funkcji, wyznaczamy jej pochodna

f'(r)=4r’d*-10r‘d =2r’d(2d - 5r)
d
Jedynym miejscem zerowym z przedzialu (0, EJ jest r = %d

(r =0 nie nalezy do dziedziny funkcji f).
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Analizujemy monotonicznos$¢ funkcji f (np. na podstawie wykresu znaku pochodnej):

2
=0

2
5 &

2
f '(r) >0 dlare (O'Edj (funkcja w tym przedziale ro$nie),

2.1
f'(r)<0 dlare [ngdj (funkcja w tym przedziale maleje).

Whioskujemy, ze funkcja osigga maksimum lokalne dla r = %d . Z analizy monotonicznosci

funkcji w dziedzinie wynika, Ze jest to jednoczes$nie najwigksza warto$¢ funkcji w dziedzinie.

Poniewaz funkcja g (X) =/x jest funkcja rosngca, funkcja V oraz funkcja f sa rosnace

I malejgce w tych samych przedziatach i przyjmujg maksimum lokalne dla tego samego
argumentu.

2~/2
Wobec tego, ostrostup ma najwiekszg objetos¢ dla r = %d ,czylidla a= Td . Wysoko$¢

tego ostrostupa jest rowna H = |d [d _%dj = %d .Szukana objetos¢ jest rOwna

8y

375

\Y

22
Odp. Najwieksza objetos¢ ma ostrostup o krawedzi podstawy a = T\/— d , objetosé ta jest

85 s
375

Schemat oceniania
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

rowna V =

Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czgsci:

a) wyznaczenie dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa oraz wysoko$ci w zaleznoS$ci
od dlugosci promienia okrggu opisanego na podstawie

b) zapisanie objgtosci ostrostupa jako funkcji zmiennej r: v (r) = %xlr"dz -2r°d,

d
) okreslenie dziedziny funkcji V: I € (O,EJ :

Za kazda z czgéci tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkcie.
Drugi etap sktada si¢ z trzech czesci:

Strona 30 z 33


https://romatematycznie.pl

Wiecej arkuszy maturalnych: romatematycznie.pl

Zasady oceniania rozwiqgzan zadan
poziom rozszerzony

a) wprowadzenie funkcji pomocniczej f (r)=rd”*—2r°d i wyznaczenie pochodne]
f'(r)=4r’d” -10r‘d = 24r°d (2d - 5r)

b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej r :%d ,

C) uzasadnienie, ze dla r = %d funkcja f osiaga najwigksza warto$¢ oraz ze dla takiej

wartosci promienia objetos¢ ostrostupa jest najwigksza.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czeSci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czg$¢ etapu zostata zrealizowana bezbtednie.

Uwaga
Jezeli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkcji V, to nie moze otrzymac punktu za ostatnig cze$¢
etapu drugiego (uzasadnienie).
e Trzeci etap.
Obliczenie dlugos$ci krawedzi podstawy ostrostupa o najwickszej objetosci:

2J_ sf

a =——-d . Wyznaczenie najwickszej objetosci ostrostupa: V = 3—

Za poprawne rozw1qzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Rozwiazanie (11 sposob)
W

v
A a B

Wprowadzamy oznaczenia, jak w | sposobie.
Z zaleznosci r+b=d wyznaczamy b=d —r. W trojkacie SCW stosujemy tw. Pitagorasa:

—d(d-2r)/:d (d=0)

2
H—:d—2r
d

rzl(d Hz] L —(d*-H?)
2 d 2d

Obliczamy pole podstawy ostrostupa P, =%-2r .2r = 2r? oraz objetosé

1 2 1 2
V=g 2r H—§ W(dZ—HZ) H

;2(d4H—2d2H3+H5)

V(H)=

Z warunkow geometrycznych H >0 i H <r +b (nierdéwno$¢ trojkata w trojkacie SWC)
wyznaczamy dziedzing funkcji V:
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He(O,d)

Aby znalez¢ maksimum lokalne tej funkcji, wyznaczamy jej pochodna
’ 1 4 2 2 4

Vv U4)=6d2(5H ~6d’H?+d*)

Obliczamy miejsca zerowe i analizujemy znak pochodnej

V'(H)=0<:>5H“—6d2H2+d4 =0

H? =t

5t2—6d%t+d* =0

tzld2 t=d?
5

B B

H=-4, H="24d, H=—d, H=d
5 5

5
Jedynym miejscem zerowym pochodnej w przedziale (O,d) jest H :?d :

5
V'(H)>0 dlaH e [Q%d] (funkcja V w tym przedziale rosnie),
, V5 . _ _
V'(H)<0dla H € ?d, d | (funkcja V w tym przedziale maleje).

5
Whioskujemy, ze funkcja V osigga maksimum lokalne dla H = %d . Z analizy

monotonicznosci funkcji V w dziedzinie wynika, Ze jest to jednoczes$nie najwigksza wartos¢
funkcji w przedziale (0,d).

5 : 2~/2 . :
Ostrostup ma najwiekszg objetos¢ dla H = %d , czylidla a= T\/_d . Najwigksza objeto$é

85 45

jestréowna V =
375

Schemat oceniania
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czesci:

a) wyznaczenie dtugosci promienia okregu opisanego na podstawie ostrostupa oraz
pola podstawy w zalezno$ci od dlugoséci wysokos$ci ostrostupa
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b) zapisanie objetosci ostrostupa jako funkcji zmiennej H:
1

V(H)=
( ) 6d2

(d*H-2d°H*+H?®)

c) okreslenie dziedziny funkcji V: H € (O, d )
Za kazda z czgsci tego etapu zdajgcy otrzymuje po 1 punkcie.
Drugi etap sktada si¢ z trzech czesci:

a) wyznaczenie pochodnej

Vi(H)=— (5H*-6d*H*+d") ,

" 6d?

5
b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej H =?d ,

c) uzasadnienie, ze dla H =?d obj¢tos¢ ostrostupa jest najwigksza.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czeSci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czg$¢ etapu zostata zrealizowana bezbtednie.
Uwaga
Jezeli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkcji V, to nie moze otrzymac punktu za ostatnig czes$¢
etapu drugiego (uzasadnienie).
e Trzeci etap.

Obliczenie dlugos$ci krawedzi podstawy ostrostupa o najwickszej objetosci:

22 8.5

2
a= & d . Wyznaczenie najwickszej objetosci ostrostupa: V = %d °,
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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